Jeux d'inondation dans les graphes by Lagoutte, Aurélie
Jeux d’inondation dans les graphes
Aure´lie Lagoutte
To cite this version:
Aure´lie Lagoutte. Jeux d’inondation dans les graphes. 2010. <hal-00509488>
HAL Id: hal-00509488
https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-00509488
Submitted on 12 Aug 2010
HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.
L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destine´e au de´poˆt et a` la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publie´s ou non,
e´manant des e´tablissements d’enseignement et de
recherche franc¸ais ou e´trangers, des laboratoires
publics ou prive´s.
❏❡✉① ❞✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s
❆✉ré❧✐❡ ▲❆●❖❯❚❚❊
✶✷ ❛♦ût ✷✵✶✵
▲■P✱ ❊◆❙ ▲②♦♥
■❳❳■✿ ■♥st✐t✉t ❞❡s ❙②stè♠❡s ❈♦♠♣❧❡①❡s
✺✱ r✉❡ ❞✉ ❱❡r❝♦rs
✻✾✵✵✼ ▲❨❖◆
✶
❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s
✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✸
✶✳✶ ❈♦♥t❡①t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸
✶✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ♥♦t❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹
✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ré❞✉✐t ✻
✸ ➱t✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉r ❞❡s ❛r❜r❡s✱ c ≥ 3 ✼
✹ ➱t✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉r ❧❡s ❝②❝❧❡s✱ c q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ✽
✺ ➱t✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✷✲❋r❡❡✲❋❧♦♦❞✲■t ✾
✻ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ré❞✉✐ts ✶✸
✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✽
❆ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ré❞✉✐t ✶✾
❇ Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✶ ✶✾
❈ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s ✈❛❧✐❞❡s ✷✵
❉ Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶ ✷✶
❊ Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷ ✷✷
❋ Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✺ ✷✷
✷
✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
✶✳✶ ❈♦♥t❡①t❡
▲❡ s✉❥❡t ❞❡ ❝❡ r❛♣♣♦rt ❡st ✐♥s♣✐ré ❞❡s ❥❡✉① ❋❧♦♦❞✲■t ❡t ▼❛❞ ❱✐r✉s ✭❥♦✉❛❜❧❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡✲
♠❡♥t ❛✉① ❧✐❡♥s ❬✶❪ ❡t ❬✷❪✮✳ ❈❡s ❞❡✉① ❥❡✉① s♦♥t ❞❡s ❝❛ss❡s✲têt❡s q✉✐ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♥t s❡❧♦♥ ❧❡
♠ê♠❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ♦♥ ❥♦✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❧❛t❡❛✉ ❞♦♥t ❧❡s ❝❛s❡s s♦♥t ❝♦❧♦ré❡s ✿
❣r✐❧❧❡ ❝❛rré❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n× n ♣♦✉r ❋❧♦♦❞✲■t✱ ❣r✐❧❧❡ ❤❡①❛❣♦♥❛❧❡ ♣♦✉r ▼❛❞ ❱✐r✉s✳ ❉❡✉① ❝❛s❡s
❞✉ ♣❧❛t❡❛✉ s♦♥t ❞✐t❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s s✐ ❡❧❧❡s ♣❛rt❛❣❡♥t ✉♥ ❝ôté ❝♦♠♠✉♥✳ ❯♥❡ ③♦♥❡ ❞✉ ♣❧❛t❡❛✉
❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❝❛s❡s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦✉❧❡✉r✳ ❯♥❡ ét❛♣❡
❞✉ ❥❡✉ ❝♦♥s✐st❡ ❛❧♦rs ❛ ✧✐♥♦♥❞❡r✧ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦✉❧❡✉r ❧❛ ③♦♥❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❛ ❝❛s❡ ❡♥
❤❛✉t à ❣❛✉❝❤❡ ♣♦✉r ❋❧♦♦❞✲■t ✭✉♥❡ ❝❛s❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ♣♦✉r ▼❛❞ ❱✐r✉s✮✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝❤❛♥❣❡r
t♦✉t❡s ❧❡s ❝❛s❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ③♦♥❡ ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦✉❧❡✉r✳ ❈❡❧❛ ❡♥tr❛✐♥❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❞❡
❝❡tt❡ ③♦♥❡ ❛ t♦✉❡s ❧❡s ③♦♥❡s ✈♦✐s✐♥❡s ❛②❛♥t ❝❡tt❡ ❝♦✉❧❡✉r✳ ▲❡ ❜✉t ❞✉ ❥❡✉ ❡st ❞❡ ❝♦❧♦r❡r
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❣r❛♣❤❡ ❝♦❧♦ré ✭♠ê♠❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ③♦♥❡✱ ♠ê♠❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❥❡✉✮✳ ▲❡s
❣r❛♣❤❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts à ❋❧♦♦❞✲■t ❡t ▼❛❞ ❱✐r✉s ✭❧❡s s♦♠♠❡ts ét❛♥t ❧❡s ❝❛s❡s ❡t ❧✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡
❝❡❧❧❡ ❞é❝r✐t❡ ❛✉ ❞é❜✉t✮ s♦♥t très ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ét❛✐t ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛
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q✉❡❧s ❛s♣❡❝ts ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❥♦✉❡♥t s✉r ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❝❛ss❡✲têt❡✳ ❈❡tt❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠✐❡✉① s❛✐s✐r ❧✬❡ss❡♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡
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❉❛♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐✈❡ ✭P❛rt✐❡ ✶✮✱ ❞♦♥♥❛♥t ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ❧❡s ♥♦t❛✲
t✐♦♥s ♥é❝éss❛✐r❡s à ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞✉ r❛♣♣♦rt✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉✬✐❧ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡
❞❡ s❡ r❛♠❡♥❡r ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥❡❛✐r❡ à ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ré❞✉✐t❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦ù ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ré✲
❞✉✐t ❡st ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡t ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❡st ✧♣r♦♣r❡✧ ✭❧❡s s♦♠♠❡ts ❛❞❥❛❝❡♥ts ♦♥t ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs
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❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ✭P❛rt✐❡ ✹✮✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡
✸✱ ✐❧ ❡st ❛✉ss✐ ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❋r❡❡✲❋❧♦♦❞✲■t ✭♦ù ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❧❛ ③♦♥❡ à ✐♥♦♥❞❡r ❡t
s❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦✉❧❡✉r✮ ❡st ◆P✲❞✉r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❛r❜r❡s ❞ès ✸ ❝♦✉❧❡✉rs✱ ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❉❛♥s ❬✺❪✱ ❝❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛✈❛✐t été ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❝❛rré ❛✈❡❝ ✸ ❝♦✉❧❡✉rs✱ ♠❛✐s ♣♦✉r ✷ ❝♦✉❧❡✉rs ❧❡s ❛✉t❡✉rs ✐♥❞✐✲
q✉❛✐❡♥t q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ét❛✐t ♦✉✈❡rt❡✳ ◆♦✉s s♦♠♠❡s ♣❛r✈❡♥✉s à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r ❞❡✉①
❝♦✉❧❡✉rs ❡t ✉♥ ❣r❛♣❤❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ❋r❡❡✲❋❧♦♦❞✲■t ❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭P❛rt✐❡ ✺✮ ✿ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬ét❛♣❡s ❞✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥s ♣♦✉r ♥✬❛✈♦✐r ♣❧✉s q✉✬✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉r s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st é❣❛❧
❛✉ r❛②♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ré❞✉✐t✱ q✉✐ s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❊♥ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡✱ ❝❡
rés✉❧t❛t s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❛✉ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❝❛rré❡ ❞❡ ❬✺❪✱ rés♦❧✈❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡✉r ♣r♦❜❧è♠❡
♦✉✈❡rt✳
❉❛♥s ✉♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr♦♥s s✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❝❛rré❡ ét✉❞✐é❡
❞❛♥s ❬✺❪ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ré❞✉✐ts ❞❡s ❣r✐❧❧❡s ❝❛rré❡s n × n
❝♦❧♦ré❡s ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ✭P❛rt✐❡ ✻✮✳ ❈❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ♠♦♥tr❡
q✉❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❝❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❡st très ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ét❛✐t ✐❝✐ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s
♣r♦♣r✐étés ❛♠❡♥❛♥t ❞❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s rés♦❧✈❛♥t ❧❡ ❝❛ss❡✲têt❡ ♣♦✉r
❝❡s ✐♥st❛♥❝❡s✳
❯♥❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❡r♠✐♥❡ ❝❡ r❛♣♣♦rt ❡♥ ❞✐s❝✉t❛♥t ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳
✶✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ♥♦t❛t✐♦♥s
❙♦✐t G = (V,E) ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♥♦♥ ♦r✐❡♥té✳ ❖♥ s❡ s❡r✈✐r❛ ❞✉ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t ✿
• ❯♥❡ c✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ϕ ❞❡ G ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r❥❡❝t✐✈❡ ❞❡ V ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❝♦✉❧❡✉rs C✱ ♦ù c = |C|✳ ▲❛ s✉r❥❡❝t✐✈✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s
❝♦✉❧❡✉rs s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s✳
• ❯♥❡ c✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ♣r♦♣r❡ ϕ ❞❡ G ❡st ✉♥❡ c✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ G ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été
s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ∀s1, s2 ∈ V s1s2 ∈ E ⇒ ϕ(s1) 6= ϕ(s2)✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts
❛❞❥❛❝❡♥ts ❞❛♥s G ♥✬♦♥t ♣❛s ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦✉❧❡✉r✳
• G ❡st c✲❝♦❧♦r✐❛❜❧❡ s✐ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ♠✉♥✐r ❞✬✉♥❡ c✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ♣r♦♣r❡✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ G ❡st ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ c✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ϕ✳
• ❯♥❡ ③♦♥❡ ❞❡ G ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥♥❡①❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❡ G ❛②❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡
❝♦✉❧❡✉r✳
• ▲❡ ❣r❛♣❤❡ ré❞✉✐t ❞❡ G✱ ♥♦té GRed ❡st ❧❡ ❣r❛♣❤❡ (V Red, ERed) ♦ù V Red ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
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✉ ✉
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✉ ✉
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✉
✉
✭❜✮ GRed
❋✐❣✳ ✷ ✕ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ✷✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❡t s♦♥ ❣r❛♣❤❡ ré❞✉✐t✳
❞❡s ③♦♥❡s ❞❡ G ❡t ERed ❡st ❞é✜♥✐ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
∀ z1, z2 ∈ V
Red, (z1z2 ∈ E
Red ⇔ (∃s1 ∈ z1, s2 ∈ z2, s1s2 ∈ E))
❉❡✉① ③♦♥❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ❛❞❥❛❝❡♥t❡s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❛♥s G ✉♥❡ ❛rêt❡ r❡❧✐❛♥t
✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ③♦♥❡✳ ▲❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ϕRed ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ϕ s✉r GRed ❡st t❡❧❧❡ q✉❡
♣♦✉r ✉♥❡ ③♦♥❡ z ∈ V Red✱ ϕRed (z) = ϕ(s),∀s ∈ z✳ ❙✐ ϕ ❡st ✉♥❡ c✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥✱ ❛❧♦rs
ϕRed ❡st ✉♥❡ c✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ♣r♦♣r❡ ❞❡ GRed ✭✈♦✐r ❋✐❣ ✷✮✳
❖♥ ♠✉♥✐t G ❞✬✉♥❡ c✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ϕ✳ ❙♦✐t s ✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡ G✳
• ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✐♥♦♥❞❛t✐♦♥ ❞❡♣✉✐s ✉♥❡ s♦✉r❝❡ s ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡
❝♦✉❧❡✉r c0 ♣✉✐s à ♠♦❞✐✜❡r ϕ ❡♥ ϕ′ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ s✐ s′ ❡st ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ③♦♥❡ q✉❡
s✱ ❛❧♦rs ϕ′(s′) = c0✱ ❡t s✐♥♦♥ ϕ′(s′) = ϕ(s′)✳ ❆✐♥s✐✱ t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ③♦♥❡
✐♥❞✉✐s❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ✐♥♦♥❞❛t✐♦♥✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥ ❡♥tr❛î♥❡
❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ③♦♥❡s✳
• ❖♥ ❞✐t q✉❡ G ♠✉♥✐ ❞❡ ϕ ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ✐♥♦♥❞é s✐ ϕ ❡st ✉♥❡ ✶✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥✳
• ❖♥ ♥♦t❡ N(s) = {s′ ∈ V |ss′ ∈ E} ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈♦✐s✐♥s ❞❡ s✳
• ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ c✲❋❧♦♦❞✲■t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡
c✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ϕ✱ ❡t ✉♥ s♦♠♠❡t s0 q✉✐ s❡r❛ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✐♥♦♥❞❛t✐♦♥✱ ❡t q✉✐
r❡t♦✉r♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥s ❞❡♣✉✐s s0 ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ✐♥♦♥❞❡r G
❡♥t✐èr❡♠❡♥t✳
• ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ c✲❋r❡❡✲❋❧♦♦❞✲■t ❧❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ c✲❋❧♦♦❞✲■t q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ ✉♥
❣r❛♣❤❡G♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ c✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ϕ✱ ❡t q✉✐ r❡t♦✉r♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥s
♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ✐♥♦♥❞❡r G ❡♥t✐èr❡♠❡♥t✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❥♦✉❡✉r ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r à ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣
❧❛ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥✳
• ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ c✲♣❧❛t❡❛✉ ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❝❛rré❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n × n ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ c✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡s
❝❛s❡s✳ ❈❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉ ♣❧❛t❡❛✉ ❞✉ ❥❡✉ ❋❧♦♦❞✲■t ❬✶❪✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s c✲❋❧♦♦❞✲■t ❡t c✲❋r❡❡✲❋❧♦♦❞✲■t s♦♥t ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥
à ✉♥ ❣r❛♣❤❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ❥❡✉① ❋❧♦♦❞✲■t ❬✶❪ ❡t ▼❛❞ ❱✐r✉s ❬✷❪✱ ♦ù
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❋✐❣✳ ✸ ✕ ❯♥ ✺✲♣❧❛t❡❛✉ ❡t s♦♥ ❣r❛♣❤❡ ré❞✉✐t✳
❧✬♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡ ❧❡s ❝❛s❡s ❞✉ ♣❧❛t❡❛✉ ❛✉① s♦♠♠❡ts ❞✉ ❣r❛♣❤❡✱ ❡t ♦ù ❞❡✉① s♦♠♠❡ts s♦♥t
❛❞❥❛❝❡♥ts s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡s ❝❛s❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ♦♥t ✉♥ ❝ôté ❝♦♠♠✉♥✳ ●râ❝❡ à ❝❡tt❡
✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ♣❛r❧❡r ❞❡ ③♦♥❡ ❡t ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ré❞✉✐t ❞✬✉♥ c✲♣❧❛t❡❛✉ ✭✈♦✐r ❋✐❣ ✸✮✳
▲♦rs ❞❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✸✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ◆P✲❝♦♠♣❧❡ts ♥♦♠♠és ❙❈❙
✭s❤♦rt❡st ❝♦♠♠♦♥ s✉♣❡rs❡q✉❡♥❝❡✮ ❡t ❙❈❙ s❛♥s ❞♦✉❜❧♦♥✱ ❞♦♥t ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s s♦♥t ✐♥❞✐q✉é❡s
❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿
• ❙♦✐t s1 ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡ s✉r ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t Σ✳ ❯♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡ s ❡st ❞✐t❡
s✉♣❡rséq✉❡♥❝❡ ❞❡ s1 s✐ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r s1 à ♣❛rt✐r ❞❡ s ❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡
s❡s ❧❡ttr❡s P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ abcabac ❡st ✉♥❡ s✉♣❡rséq✉❡♥❝❡ ❞❡ acba✳
• ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❈❙ ✿ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❈❙ s✉r ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t Σ ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡
❞❡ k ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s s1, . . . , sk✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s
❝♦✉rt❡ s✉♣❡rséq✉❡♥❝❡ ❝♦♠♠✉♥❡ à s1, . . . , sk✳ ▲❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ✉♥❡
❡♥tré❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ à s❛✈♦✐r ✉♥ ❡♥t✐❡r l✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❛❧♦rs ❞❡ s❛✈♦✐r s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
s✉♣❡rséq✉❡♥❝❡ ❝♦♠♠✉♥❡ à s1, . . . , sk ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à l✳
• ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❈❙ s❛♥s ❞♦✉❜❧♦♥ ✿ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❈❙ s❛♥s ❞♦✉❜❧♦♥ s✉r
✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t Σ ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ k ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s s1, . . . , sk ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❞❡✉①
♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ♣♦✉r t♦✉t i ≤ k✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡✉① ❧❡ttr❡s ❝♦♥✲
sé❝✉t✐✈❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❞❛♥s si✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❧❡ttr❡ a ❞❡ Σ t❡❧❧❡ q✉✬❛✉❝✉♥
si✱ i ≤ k✱ ♥❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❧❛ ❧❡ttr❡ a✳ ▲❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡✱ ❝♦♠♠❡
♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❈❙✱ ✉♥❡ ❡♥tré❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ à s❛✈♦✐r ✉♥ ❡♥t✐❡r l✱ ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡
❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✳
✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ré❞✉✐t
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧✬❛♥♥❡①❡ ❆ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ré❞✉✐t ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ G ❝♦♥t❡♥❛♥t n s♦♠✲
♠❡ts ❡t m ❛rêt❡s✱ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ c✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥✳ ■❧ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❣r❛♣❤❡
✻
 
 
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❅
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a3
a1
a4
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a1
❋✐❣✳ ✹ ✕❆r❜r❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❙❈❙ s❛♥s ❞♦✉❜❧♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s1 = a1a2a3✱ s2 = a1a4
❡t s3 = a2a3a1✳
ré❞✉✐t ❞✬✉♥ c✲♣❧❛t❡❛✉✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡ ❣r❛♣❤❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❛✉① ✈♦✐s✐♥s
❞❡ ♠ê♠❡ ❝♦✉❧❡✉r✳ ❆✐♥s✐✱ t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ♠ê♠❡ ③♦♥❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r s♦♥t
♣❛r❝♦✉r✉s ❛✈❛♥t ❞❡ ✈✐s✐t❡r ❞✬❛✉tr❡s s♦♠♠❡ts✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡
❡♥ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❡t ❞✬❛rêt❡s✱ s♦✐t O(n+m)✳
✸ ➱t✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉r ❞❡s ❛r❜r❡s✱ c ≥ 3
❖♥ ♠♦♥tr❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡✱ ♣♦✉r c ≥ 3✱ ❡st
◆P✲❞✐✣❝✐❧❡✱ ❡t q✉❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧èt❡✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ✭❝❢ ❛♥♥❡①❡ ❇ ❡t ❬✸✱ ✺❪✮✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❈❙ s❛♥s ❞♦✉❜❧♦♥ s✉r ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t Σ
❞❡ t❛✐❧❧❡ |Σ| ≥ 3 ❡st ◆P✲❞✉r✱ ❡t ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧èt❡✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ c✲❋❧♦♦❞✲■t ❡t c✲❋r❡❡✲❋❧♦♦❞✲■t s✉r ✉♥ ❛r❜r❡ ❛✈❡❝ c ≥ 3
❡st ◆P✲❞✉r✱ ❡t ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧èt❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❊♥ s✬✐♥s♣✐r❛♥t ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❛♥s ❬✺❪✱ ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ à ♣❛rt✐r
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❈❙ s❛♥s ❞♦✉❜❧♦♥ ✿ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ k ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s s❛♥s ❞♦✉❜❧♦♥
s1, . . . , sk ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❛✉ ♣❧✉s w s✉r ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t Σ = {a1, . . . , ar} ♦ù r ≥ 3✳ ❖♥ s❛✐t q✉✬✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ❧❡ttr❡ ai0 ❞❡ Σ q✉✐ ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧❡ttr❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ si✳
Σ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ✉t✐❧✐s❡r✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱
tr❛✐t♦♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ✐♥♦♥❞❡r q✉✬à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡✳ ❖♥ ❝ré❡ ❧✬❛r❜r❡ ❆ ❞♦♥t
❧❛ r❛❝✐♥❡ ❡st ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ai0 ✱ ❡t q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t k ✜❧s✳ ▲❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ❧❡ i✲è♠❡
✜❧s ❡st ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r |si|✱ ❞♦♥t ❧❡ j✲è♠❡ s♦♠♠❡t ♣♦rt❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ j✲è♠❡ ❧❡ttr❡ ❞❡ si ✭❝❢ ❋✐❣ ✹✮✳
❖♥ ♥♦t❡ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❞❡s
❝♦✉❧❡✉rs ✉t✐❧✐sé❡s✳ ❖♥ ✈♦✐t ❛✐sé♠❡♥t q✉✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡①❛❝t❡♠❡♥t
à ✉♥❡ s✉♣❡rséq✉❡♥❝❡ ♣♦✉r s1, . . . , sk✳
❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ c✲❋❧♦♦❞✲■t s✉r ✉♥ ❛r❜r❡✱ ❡♥ ✐♥♦♥❞❛♥t ❞❡♣✉✐s ❞❡ ❧❛
r❛❝✐♥❡✱ ❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡ ♣♦✉r c ≥ 3✳ ▲❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧❧❡ ♦ù ♦♥ ✈❡✉t s❛✈♦✐r s✐ ♦♥ ♣❡✉t
t♦✉t ✐♥♦♥❞❡r ❡♥ ♠♦✐♥s ❞❡ l ét❛♣❡s ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧èt❡ ❝❛r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞❛♥s ◆P ✿ t♦✉t
❣r❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡①❡ à n s♦♠♠❡ts ♣❡✉t êtr❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ✐♥♦♥❞é ❡♥ n ét❛♣❡s✱ ❞♦♥❝ s❡✉❧❡ ❧❡s
✼
✐♥st❛♥❝❡s ❛✈❡❝ l ≤ n s♦♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ❡t ❡♥s✉✐t❡ ❣é♥ér❡r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ❞❡
❧♦♥❣✉❡✉r l ❡t t❡st❡r s✐ ❡❧❧❡ ✐♥♦♥❞❡ t♦✉t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ s❡ ❢❛✐t ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳
Pr♦✉✈♦♥s q✉❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❡st ✈r❛✐ ❞❛♥s ❧❛ ✈❛r✐❛♥t c✲❋r❡❡✲❋❧♦♦❞✲■t ♦ù ❧✬♦♥ ♣❡✉t
❝❤♦✐s✐r à ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣ ❧❡ s♦♠♠❡t ❞❡♣✉✐s ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ✐♥♦♥❞❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥
♥♦✉✈❡❧ ❛r❜r❡ ❆✬ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❆✳ ❙♦✐t l ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❝♦✉rt❡ s✉♣❡rséq✉❡♥❝❡✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ l ≤ kw ✭♦♥ ❝ré❡ ✉♥❡ s✉♣❡rséq✉❡♥❝❡ ❡♥ ❝♦♥❝❛té♥❛♥t ❧❡s k
♠♦ts ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ≤ w✮✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❆✬ ❡♥ ❝♦♣✐❛♥t (w+1) ❢♦✐s ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❡♥❣❡♥❞ré
♣❛r ✉♥ ✜❧s ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ❞❡
❧♦♥❣✉❡✉r l ✐♥♦♥❞❛♥t ❆✳ ❊♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ♣❡✉t ✐♥♦♥❞❡r ❆✬ ❡♥ l
❝♦✉♣s✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❢❛✐r❡ ♠✐❡✉① ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❞✬✐♥♦♥❞❡r à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥
s♦♠♠❡t q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ r❛❝✐♥❡✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥ s♦♠♠❡t ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡✱ ❝❡❧❛
s✐❣♥✐✜❡ q✉✬♦♥ ✐♥♦♥❞❡ ❞❡♣✉✐s ✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡✳ ❈❡tt❡ ✐♥♦♥❞❛t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❛✛❡❝t❡r ✉♥❡ ❛✉tr❡
❜r❛♥❝❤❡ ❀ s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬❡❧❧❡ ♣❡r♠❡tt❡ ♣❛r ♠✐r❛❝❧❡ ❞✬✐♥♦♥❞❡r ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❡♥t✐èr❡✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛✐t
❛✐♥s✐ ❛✉ ♠♦✐♥s k(w + 1) ❝♦✉♣s t❡❧s q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♣♦✉r ✐♥♦♥❞❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s✱ ❝❡ q✉✐
❡st s✉♣ér✐❡✉r à l✳
❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ c✲❋r❡❡✲❋❧♦♦❞✲■t ❞❛♥s ✉♥ ❛r❜r❡✱ ❛✈❡❝ c ≥ 3✱ ❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡✳ ▲❛
✈❡rs✐♦♥ ❞é❝✐s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧èt❡ ❝❛r ✐❝✐ ❛✉ss✐ t♦✉t ❣r❛♣❤❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t
✐♥♦♥❞é ❡♥ n ét❛♣❡s ❡t ❣é♥ér❡r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s ✭❝♦✉❧❡✉r✱s♦♠♠❡t✮ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r
l ≤ n ♣✉✐s t❡st❡r s✐ ❡❧❧❡ ✐♥♦♥❞❡ t♦✉t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ s❡ ❢❛✐t ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳
✹ ➱t✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉r ❧❡s ❝②❝❧❡s✱ c q✉❡❧❝♦♥q✉❡
❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ c✲❋❧♦♦❞✲■t
s✉r ✉♥ ❝②❝❧❡✱ s❛♥s r❡str✐❝t✐♦♥ s✉r c✳
❉é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ♥♦t❛t✐♦♥s ❙♦✐tG ✉♥ ❝②❝❧❡ à n s♦♠♠❡ts✱ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ s♦♠♠❡t ❞✐st✐♥❣✉é
s0 ❡t ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ c✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ♣r♦♣r❡ ϕ✳ ▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ✐❧❧✉stré❡s à ❧❛ ✜❣✉r❡
✺✳
• ❖♥ ♠✉♥✐t G ❞❡ ❞❡✉① ♥✉♠ér♦t❛t✐♦♥s ✿ ✉♥❡ ♥✉♠ér♦t❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡✱ q✉✐ ❛ttr✐❜✉❡ ❧❡
♥✉♠ér♦ ✵ ❛✉ s♦♠♠❡t s0✱ ♣✉✐s q✉✐ ♥✉♠ér♦t❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❡♥ ♣❛r❝♦✉r❛♥t ❧❡ ❝②❝❧❡ ❞❛♥s
✉♥ s❡♥s ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❀ ✉♥❡ ♥✉♠ér♦t❛t✐♦♥ ✐♥❞✐r❡❝t❡✱ q✉✐ ❛ttr✐❜✉❡ ❧❡ ♥✉♠ér♦ ✵ ❛✉ s♦♠♠❡t
s0✱ ♣✉✐s q✉✐ ♥✉♠ér♦t❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❡♥ ♣❛r❝♦✉r❛♥t ❧❡ ❝②❝❧❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ✐♥✈❡rs❡ ❛✉ s❡♥s
♣ré❝é❞❡♥t✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ s✐ ✉♥ s♦♠♠❡t ♣♦rt❡ ❧❡ ♥✉♠ér♦ a ❞❛♥s ❧❛ ♥✉♠ér♦t❛t✐♦♥
❞✐r❡❝t❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ♣♦rt❡ ❧❡ ♥✉♠ér♦ n− a ❞❛♥s ❧❛ ♥✉♠ér♦t❛t✐♦♥ ✐♥❞✐r❡❝t❡✳
• ▲❡ ❝♦✉♣❧❡ (a, b) ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♣❛✐r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞✉ s♦♠♠❡t ♥✉♠ér♦té a ❞❛♥s
❧❛ ♥✉♠ér♦t❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡✱ ❡t ❞✉ s♦♠♠❡t ♥✉♠ér♦té b ❞❛♥s ❧❛ ♥✉♠ér♦t❛t✐♦♥ ✐♥❞✐r❡❝t❡✳
❯♥ ❝♦✉♣❧❡ (a, b) ❡st ❞✐t ✈❛❧✐❞❡ s✐ a+ b ≤ n− 1 ❡t ϕ(a) = ϕ(b)✳
• ▲❡ ❝♦✉♣❧❡ ✈❛❧✐❞❡ (c, d) ❡st ❞✐t ❡♠❜♦îté ❞❛♥s ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ✈❛❧✐❞❡ (a, b)✱ ❡t ♦♥ ❛❞♦♣t❡ ❧❛
♥♦t❛t✐♦♥ (a, b) < (c, d)✱ s✐ a < c ❡t b < d✳ ❈❡❧❛ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ c✲❋❧♦♦❞✲■t s✉r ✉♥ ❝②❝❧❡✱ c ∈ N∗✱ s❡ rés♦✉t ❡♥ t❡♠♣s
O(n2 log n)✱ ♦ù n ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞✉ ❝②❝❧❡✳
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✉ ✉
✉ ✉
✉ ✉
✉ ✉
✉ ✉
✉ ✉
✺ ✻
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✸ ✽
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✶ ✶✵
✵ ✶✶
✼ ✻
✽ ✺
✾ ✹
✶✵ ✸
✶✶ ✷
✵ ✶
❋✐❣✳ ✺ ✕ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✿ ❈❡ ❝②❝❧❡ ré❞✉✐t ❡st ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ♥✉♠ér♦t❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ✭❡♥ ♥♦✐r✮ ❡t
❞✬✉♥❡ ♥✉♠ér♦t❛t✐♦♥ ✐♥❞✐r❡❝t❡ ✭❡♥ ❜❧❡✉✮✳ ▲❡s ❝♦✉♣❧❡s ✈❛❧✐❞❡s ✭✸✱✷✮ ❡t ✭✷✱✹✮ ♥❡ s♦♥t ♣❛s
❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s ❀ ▲❡ ❝♦✉♣❧❡ ✭✹✱✹✮ ❡st ❡♠❜♦îté ❞❛♥s ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ✭✸✱✷✮✳ ❯♥❡ ❝❤❛î♥❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡
❝♦✉♣❧❡s ❡♠❜♦îtés ❡st ✭✷✱✶✮✲✭✸✱✷✮✲✭✹✱✹✮✲✭✺✱✺✮✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t G ✉♥ ❝②❝❧❡ à n s♦♠♠❡ts ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ s♦♠♠❡t ❞✐st✐♥❣✉é ❡t ♠✉♥✐
❞✬✉♥❡ c✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ϕ✳ ❘❛✐s♦♥♥♦♥s s✉r GRed ✱ s♦♥ ❣r❛♣❤❡ ré❞✉✐t à nRed s♦♠♠❡ts ❝♦♥t❡♥❛♥t
é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ s♦♠♠❡t ❞✐st✐♥❣✉é s0✱ ♠✉♥✐ ❞❡ ϕRed ✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡
ré❞✉✐t s❡ ❢❛✐t ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ n✱ ❡t q✉❡ ❝❡ ❣r❛♣❤❡ r❡st❡ ✉♥ ❝②❝❧❡✳ ❈❤❛q✉❡ ✐♥♦♥❞❛t✐♦♥
❞❡♣✉✐s s0 ❛❣r❛♥❞✐t ❧❛ ③♦♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t s0 ❞✬✉♥ ♦✉ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥s
♠✐♥✐♠❛❧ ❡st ❞♦♥❝ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥s q✉✐ ❛❣r❛♥❞✐ss❡♥t ❧❛
③♦♥❡ ❞❡ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s r❡❝❤❡r❝❤❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ n2 ❞❡
❝♦✉♣❧❡s ❡♠❜♦îtés✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥s à ❡✛❡❝t✉❡r ♣♦✉r ✐♥♦♥❞❡r t♦✉t
❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st nRed − 1 − n2✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♥✉♠ér♦t❛t✐♦♥s ❡♥ t❡♠♣s O(nRed)✱
♣✉✐s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧✬❛♥♥❡①❡ ❈ ❝❛❧❝✉❧❡ ❡♥ O(nRed2) ❧❡s m ❝♦✉♣❧❡s ✈❛❧✐❞❡s✱ m ♣♦✉✈❛♥t
❛tt❡✐♥❞r❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞❡ (nRed)
2✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ n2 ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ❤❛✉t❡✉r
❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❝❤❛î♥❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ♣♦✉r ❧✬♦r❞r❡ ❞✬❡♠❜♦✐t❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ s✉r ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s✱ q✉✐ s❡
❝❛❧❝✉❧❡ ❡♥ O(m logm) ❬✽❪✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t n2 ❡♥ t❡♠♣s O((nRed)
2 log nRed)✳ ■❧ s✉✣t
❡♥s✉✐t❡ ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ nRed ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ n ♣♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠❛❧
❞✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ✐♥♦♥❞❡r t♦✉t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ t❡♠♣sO(n2 log n)✳
✺ ➱t✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✷✲❋r❡❡✲❋❧♦♦❞✲■t
▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ✷✲❋r❡❡✲❋❧♦♦❞✲■t ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦✉✈❡rt ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s
❬✺❪✳ ❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ G✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥s
♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ✷✲❋r❡❡✲❋❧♦♦❞✲■t ❡st ❧❡ r❛②♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ré❞✉✐t GRed ✱ q✉✐ s❡ ❝❛❧❝✉❧❡
❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳
✾
❉é✜♥✐t✐♦♥s ❙♦✐t G = (V,E) ✉♥ ❣r❛♣❤❡✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♥♦t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ P♦✉r t♦✉t s♦♠♠❡t x ∈ V ✱ ❧✬❡①❝❡♥tr✐❝✐té ❡♥ x ✿ r(x) = max{d(x, y) |y ∈ V }
✕ ▲❡ r❛②♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ✿ R(G) = min{r(x) |x ∈ V }
✕ ▲❡ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ✿ C(G) = {x ∈ V |r(x) = R(G)}
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳ ❙♦✐t G = (V,E) ✉♥ ❣r❛♣❤❡✱ ❡t s0 ∈ V ✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✷ ✲❋❧♦♦❞✲
■t ✭ ✐✳❡✳ ♦♥ ✐♥♦♥❞❡ à ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣ ❞❡♣✉✐s s0✮✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❝♦✉♣s ♣♦✉r ✐♥♦♥❞❡r
G ❡st ❧✬❡①❝❡♥tr✐❝✐té rGRed(s0) ❞❡ s0 ❞❛♥s G
Red ✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♠✉♥✐tG ❞✬✉♥❡ ✷✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ϕ ❡tGRed ❞❡ ❧❛ ✷✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ♣r♦♣r❡ ✐♥❞✉✐t❡
ϕRed ✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✶ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞✉ s♦♠♠❡t s0✱ ❡t ✷ ❧✬❛✉tr❡ ❝♦✉❧❡✉r✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ♥❡ ❢❛✐t q✉❡ ❞❡s
✐♥♦♥❞❛t✐♦♥s ✉t✐❧❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s ✐♥♦♥❞❛t✐♦♥s q✉✐ ❛❣r❛♥❞✐ss❡♥t ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ s♦♠♠❡t
❧❛ ③♦♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t s0✱ ❛❧♦rs ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥s ❡st ✐♠♣♦sé❡ ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡
2121 . . . 21 ✭♦✉ 2121 . . . 12 s❡❧♦♥ ❧❛ ♣❛r✐té ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r✮✱ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r rGRed(s0)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❛✉ i✲è♠❡ ❝♦✉♣ ♦♥ ✐♥♦♥❞❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts s✐t✉és à ❞✐st❛♥❝❡ i ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t s0 ❞❛♥s
GRed ✱ ❝❡ q✉✐ ♠è♥❡ ❛✉ rés✉❧t❛t✳
◆♦t❛t✐♦♥s ❖♥ ❛✉r❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r✱ s✉r ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ✷✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ♣r♦♣r❡✱
✉♥❡ ✐♥♦♥❞❛t✐♦♥ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t s✱ ♣✉✐s ❞❡ r❡❝❛❧❝✉❧❡r ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❣r❛♣❤❡ ré❞✉✐t✳
▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❝❡❝✐ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ G ❡♥ s ❡t ❝♦♥s✐st❡
❡♥ ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ G ❡♥ G/s = (V/s,E/s) ♦ù
V/s = V \N(s)
❡t
E/s = (E \ {ss′ ∈ E|s′ ∈ V }) ∪ {s′s | ∃s1 ∈ N(s) s
′s1 ∈ E}
P♦✉r t♦✉t ❝❤❡♠✐♥ γ ❞❛♥s G✱ ♦♥ ♥♦t❡ γ/x ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❞❛♥s G/x✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡
q✉❡ t♦✉t ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s G/x ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ γ/x✱ ♦ù γ ❡st ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s G✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r
r❛✐s♦♥♥❡r s✉r t♦✉s ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❛♥s G/x ✭♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ♠✐♥♦r❡r ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡
❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞❛♥s G/x✮✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r t♦✉s ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s γ ❞❡ G ❡t ❞✬ét✉❞✐❡r ❝❡ q✉✬✐❧
s❡ ♣❛ss❡ ♣♦✉r γ/x✳
▲❡♠♠❡ ✶ ✭♣r♦✉✈é ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❉✮✳ ❙♦✐t c ∈ C(G)✱ y ∈ V t❡❧s q✉❡ d(c, y) = R(G) ❡t
γ = ca1 . . . ar−1y ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ c à y ✭✐❡ r = R(G)✮✳ ❆❧♦rs
✭✐✮✳ ■❧ ❡①✐st❡ z 6= y t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❝❤❡♠✐♥ ♠✐♥✐♠❛❧ µ ❞❡ c à z✱ γ ∩ µ = {c} ❡t
R(G)− 1 ≤ d(c, z) ≤ R(G)✳
✭✐✐✮✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ✿ ♦✉ ❜✐❡♥ ✐❧ ❡①✐st❡ z ∈ V ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ✭✐✮ ❛✐♥s✐ q✉❡
d(c, z) = R(G)✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ♣♦✉r t♦✉t z ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ✭✐✮✱ ♦♥ ❛ d(c, z) =
R(G) − 1 ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ z0 ♣❛r♠✐ ❝❡s s♦♠♠❡ts t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t µ ❝❤❡♠✐♥ ✭♥♦♥
♠✐♥✐♠❛❧✮ ❛❧❧❛♥t ❞❡ c à z0✱ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r d(c, z0) + 1✱ ♦♥ ❛ γ ∩ µ = {c}✳
▲❡♠♠❡ ✷ ✭♣r♦✉✈é ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❊✮✳ ❙♦✐❡♥t a, b, x tr♦✐s s♦♠♠❡ts ❞❡ G✳
✶✵
✭✐✮✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛❧❧❛♥t ❞❡ a à b ❡♥ ♣❛ss❛♥t ♣❛r x✳
❆❧♦rs
dG/x(a, b) ≥ dG(a, b)− 1
❡t ❧✬é❣❛❧✐té ❡st ré❛❧✐sé❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r dG(a, b)+1
❛❧❧❛♥t ❞❡ a à b ❡♥ ♣❛ss❛♥t ♣❛r x ❞❛♥s G✳
✭✐✐✮✳ ❖♥ ♥❡ ❢❛✐t ❛✉❝✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✉r a✱ b ❡t x✳ ❆❧♦rs
dG/x(a, b) ≥ dG(a, b)− 2
❚❤é♦rè♠❡ ✶✳ ❙♦✐t G = (V,E) ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❡t x ∈ V ✳ ❆❧♦rs R(G)− 1 ≤ R(G/x) ≤ R(G)
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ é✈✐❞❡♥t❡✱ ♣♦✉r t♦✉s y, z ∈ V ✱ ♦♥ ❛ dG/x(y, z) ≤ dG(y, z) ❞♦♥❝
R(G/x) ≤ R(G)✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ R(G)− 1 ≤ R(G/x)✳
❆✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ❡st ✈ér✐✜é❡ ✿
✶✳ x ∈ C(G) ∩ C(G/x)
✷✳ ✐❧ ❡①✐st❡ c ∈ C(G)∩C(G/x)✱ c 6= x✱ ✐❧ ❡①✐st❡ y ∈ V ❡t γ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ c à y
t❡❧ q✉❡ |γ| = R(G) ❡t x ∈ γ✳
✸✳ C(G/x) ∩ C(G) 6= ∅ ❡t ♣♦✉r t♦✉t c ∈ C(G) ∩ C(G/x) ❡t ♣♦✉r t♦✉t y ∈ V t❡❧ q✉❡
dG(c, y) = R(G)✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛❧❧❛♥t ❞❡ c à y ❡♥ ♣❛ss❛♥t ♣❛r x
❞❛♥s G✳
✹✳ C(G/x) ∩ C(G) = ∅
❚r❛✐t♦♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝❛s✳
✶✳ ❈♦♠♠❡ x ∈ C(G)✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ y ∈ V ❡t γ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ x à y t❡❧
q✉❡ |γ| = R(G)✳ ❖♥ ♥♦t❡ γ = xa1 . . . ar−1y✱ ♦ù r = R(G)✳ ❈♦♠♠❡ γ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧✱
❛❧♦rs ❞✬✉♥❡ ♣❛rt γ/x = xa2 . . . ar−1y ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt dG/x(x, y) = |γ/x|✳ ❖♥ ❡♥
❞é❞✉✐t q✉❡ rG/x(x) ≥ dG/x(x, y) = R(G) − 1 ❞♦♥❝✱ ❝♦♠♠❡ x ∈ C(G/x)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
R(G/x) = rG/x(x) ≥ R(G)− 1✳
✷✳ ❙❡❧♦♥ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✱ ♦♥ ❛ ❧✬✉♥ ❞❡s ❝❛s s✉✐✈❛♥ts ✿
✕ ■❧ ❡①✐st❡ z ∈ V t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❝❤❡♠✐♥ ♠✐♥✐♠❛❧ µ ❞❡ c à z✱ γ ∩ µ = {c} ❡t
dG(c, z) = R(G)✳ ❆❧♦rs x ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❛✉❝✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛❧❧❛♥t ❞❡ c à
z✱ ❞♦♥❝ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✭✐✮✱ dG/x(c, z) ≥ dG(c, z) − 1 = R(G) − 1✳ ❈♦♠♠❡
c ∈ C(G/x)✱ ❛❧♦rs R(G/x) = rG/x(c) ≥ dG/x(c, z) ≥ R(G)− 1✳
✕ ■❧ ❡①✐st❡ z ∈ V t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❝❤❡♠✐♥ ♠✐♥✐♠❛❧ µ ❞❡ c à z✱ γ ∩ µ = {c} ❡t
dG(c, z) = R(G)− 1✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t ❝❤❡♠✐♥ ✭♥♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧✮ µ′ ❛❧❧❛♥t ❞❡ c à z
❡t ✈ér✐✜❛♥t |µ′| = dG(c, z) + 1 = R(G)✱ ♦♥ ❛ γ ∩ µ′ = {c}✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✭✐✮✱
dG/x(c, z) ≥ R(G)− 1✳
❉♦♥❝ R(G/x) = rG/x(c) ≥ dG/x(c, z) ≥ R(G)− 1✳
✸✳ ❙♦✐t c ∈ C(G) ∩ C(G/x) ❡t y ∈ V t❡❧ q✉❡ dG(c, y) = R(G) ✭❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ t❡❧ y
❡st ❛ss✉ré❡ ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ R(G)✮✳ ❆❧♦rs✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✭✐✮✱ ♦♥ ❛ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
dG/x(c, y) ≥ dG(c, y)− 1 = R(G)− 1 ❞♦♥❝ R(G) = rG/x(c) ≥ dG/x(c, y) ≥ R(G)− 1✳
✹✳ ❙♦✐t c ∈ C(G/x)✳ ❆❧♦rs rG(c) ≥ R(G) + 1✳ ❖r s❡❧♦♥ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✭✐✐✮
✶✶
∀y ∈ V, dG(c, y)− 2 ≤ dG/x(c, y)
donc max{dG(c, y)|y ∈ V } − 2 ≤ max{dG/x(c, y)|y ∈ V/x}
donc R(G) + 1− 2 ≤ R(G/x)
donc R(G)− 1 ≤ R(G/x)
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s R(G/x) ≥ R(G)− 1✳
▲❡♠♠❡ ✸✳ ❙✐ c ∈ C(G)✱ ❛❧♦rs R(G/c) = R(G)− 1✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t y ∈ V ✳ ❆❧♦rs dG/c(c, y) ≤ dG(c, y)−1✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ γ = c a1 . . . ar−1 y
❡st ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛❧❧❛♥t ❞❡ c à y✱ ❛❧♦rs γ/c = c a2 . . . ar−1 y✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t
dG/c(c, y) ≤ |γ/c| ≤ dG(c, y) − 1✳ ❖♥ ❛ ❛✐♥s✐ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♣❛r ♣❛ss❛❣❡ ❛✉
♠❛①✐♠✉♠ ✿ max {dG/c(c, y)|y ∈ V } ≤ max{dG(c, y)|y ∈ V } − 1✱ ❝❡ q✉✐ éq✉✐✈❛✉t à
rG/c(c) ≤ rG(c) − 1 = R(G) − 1✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ R(G/c) ≤ R(G) − 1✳ ❖r✱ s❡❧♦♥ ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ✶✱ R(G/c) ≥ R(G)− 1✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ R(G/c) = R(G)− 1✳
❚❤é♦rè♠❡ ✷✳ ❙♦✐t G = (V,E) ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ✷✲❝♦❧♦r✐❛❜❧❡✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✷ ✲❋r❡❡✲
❋❧♦♦❞✲■t ✭ ✐✳❡✳ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t à ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣ ❧❡ s♦♠♠❡t ❞❡♣✉✐s ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ✐♥♦♥❞❡✮✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❝♦✉♣s ♣♦✉r ✐♥♦♥❞❡r G ❡st ❧❡ r❛②♦♥ R(G)✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ✈♦✐t ❣râ❝❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ✸ q✉❡ R(G) ❡st ✉♥ ♠❛❥♦r❛♥t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝♦✉♣s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ✉♥ ❝❡♥tr❡ ❞❡ G✱ ❡t
❡♥ ✐♥♦♥❞❛♥t à ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣ ❞❡♣✉✐s ❝❡ s♦♠♠❡t✳ ▼♦♥tr♦♥s ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r n ❧❛ ♣r♦♣r✐été
s✉✐✈❛♥t❡ ✿
H(n) =✏ s✐ G ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ✷✲❝♦❧♦r✐❛❜❧❡ ❡t R(G) = n✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❢❛✉t ❛✉ ♠♦✐♥s n ❝♦✉♣s
♣♦✉r ✐♥♦♥❞❡r G✳✑
✕ H(0) ✿ ❙✐ G ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛✉ ♠♦✐♥s ✵ ❝♦✉♣s ♣♦✉r ✐♥♦♥❞❡r G✳
✕ H(n)⇒ H(n+ 1) ✿ s♦✐t G ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ✷✲❝♦❧♦r✐❛❜❧❡ ❞❡ r❛②♦♥ n + 1✳ ❙♦✐t s = a1 . . . ar
✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥ ❞❡ G✱ ♦ù ai r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ s♦♠♠❡t ❝❤♦✐s✐ ♣♦✉r ✐♥♦♥❞❡r G
à ❧❛ i ❡ ét❛♣❡✳ ❆❧♦rs✱ s❡❧♦♥ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✶✱ R(G) − 1 ≤ R(G/a1) ≤ R(G)✳ ❙♦✐t k ❧❡
♣r❡♠✐❡r ❡♥t✐❡r t❡❧ q✉❡ ❧✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥ ♣❛r ak ❢❛✐t ❜❛✐ss❡r ❧❡ r❛②♦♥ ❞✬✉♥❡ ✉♥✐té ✭k ❡①✐st❡
❝❛r à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❛ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ r❛②♦♥ ✵ ✿ ✉♥ s❡✉❧ s♦♠♠❡t✮✳
❆❧♦rs |s| = |a1 . . . ak|+|ak+1 . . . ar| ≥ 1+|ak+1 . . . ar|✳ ❖r R(G/a1/ . . . /ak) = R(G)−1
❞♦♥❝ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛✉ ♠♦✐♥s R(G) − 1 ❝♦✉♣s ♣♦✉r ✐♥♦♥❞❡r
G/a1/ . . . /ak✳ ❉♦♥❝ |ak+1 . . . ar| ≥ R(G) − 1✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ |s| ≥ R(G) ✿ ✐❧ ❢❛✉t ❛✉
♠♦✐♥s n+ 1 ❝♦✉♣s ♣♦✉r ✐♥♦♥❞❡r G✳
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r❛♣❤❡ à n s♦♠♠❡ts ❡t m ❛rêt❡s✱ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ✷✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ϕ✳
❆❧♦rs ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❝♦✉♣s ♣♦✉r ✐♥♦♥❞❡r G✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ❧❛ s♦✉r❝❡
❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✐♥♦♥❞❛t✐♦♥✱ ❡st R(GRed )✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ré❞✉✐t s❡ ❢❛✐t ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡
s❡❧♦♥ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✱ ❡t ❧❡ r❛②♦♥ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❛✐sé♠❡♥t ❡♥ O(nm) ✭n ♣❛r❝♦✉rs ❡♥
❧❛r❣❡✉r✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✷ ✲❋r❡❡✲❋❧♦♦❞✲■t s❡ rés♦✉❞ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
❡♥ n✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞✉ ❣r❛♣❤❡✳
✶✷
✻ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ré❞✉✐ts
▲❛ ♣❛rt✐❡ ✺ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡ ❧✬✉t✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ré❞✉✐t✳ ❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥
❧✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❣r❛♣❤❡s ré❞✉✐ts ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♦❜t❡♥✉s
à ♣❛rt✐r ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s ❛❞♠❡tt❛♥t ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞♦♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❢❛❝❡s ♦♥t ✸ ♦✉ ✹ ❝ôtés✱
❡♥ ✏❛❝❝r♦❝❤❛♥t✑ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞✬❛r❜r❡s à ❞❡s s♦♠♠❡ts ✭❝❢ ❋✐❣ ✸✮✳ ◆♦t♦♥s q✉❡
❞❛♥s ❧❡s ❧❡♠♠❡s ✹ ❡t ✺✱ ♦♥ ♥❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡ q✉❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s s❛♥s ❢❡✉✐❧❧❡s✳ ▲❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s
❛r❜r❡s ✐♥t❡r✈✐❡♥t ♣❧✉s t❛r❞✱ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ré❞✉✐ts ❞❛♥s ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ✸✳
❉é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ♥♦t❛t✐♦♥s
• ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉✬✉♥ ❝✲♣❧❛t❡❛✉ ❡st ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❝❛rré❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n × n ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ c✲
❝♦❧♦r❛t✐♦♥✳
• ▲❛ ❝❛s❡ (i, j) ❞✬✉♥ ♣❧❛t❡❛✉ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❝❛s❡ s✐t✉é❡ à i✲è♠❡ ❧✐❣♥❡ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞✉ ❤❛✉t✱
❡t ❧❛ j✲è♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❧❛ ❣❛✉❝❤❡✳
• ❯♥ ❣r❛♣❤❡ G ❡st ❞✐t ♣❧❛♥❛✐r❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ G ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ t❡❧❧❡
q✉✬❛✉❝✉♥❡ ❛rêt❡ ♥✬✐♥t❡rs❡❝t❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❝❛rt❡ ❞❡
G✳
• ➱t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♣❧❛♥❛✐r❡✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❢❛❝❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ♣❧❛♥
❞é❧✐♠✐té❡ ♣❛r ❞❡s ❛rêt❡s✱ ❡t ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❛✉❝✉♥❡ ❛rêt❡✳ ❖♥ ❞✐t ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ❛
n ❝ôtés s✐ ❡❧❧❡ ❡st ❞é❧✐♠✐té❡ ♣❛r n ❛rêt❡s✳
• ➱t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞✬✉♥❡ ❣r❛♣❤❡ ♣❧❛♥❛✐r❡ G✱ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✉❛❧ ❞❡ G ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡
♣❧❛♥❛✐r❡ ❞♦♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❢❛❝❡s ❞❡ G✱ ❡t ❞❡✉① s♦♠♠❡ts s♦♥t
❛❞❥❛❝❡♥ts s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡s ❢❛❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ♣♦ssè❞❡♥t ✉♥❡ ❛rêt❡ ❝♦♠♠✉♥❡✳
• ❖♥ ❞és✐❣♥❡r❛ ♣❛r ❣r✐❧❧❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✉❛❧ ❞✬✉♥ ✵✲♣❧❛t❡❛✉ ✿ ❧❡s ❛rêt❡s s♦♥t ❧❡s ❝ôtés ❞❡s
❝❛s❡s✱ ❡t ❧❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t ❧❡s ❝♦✐♥s ❞❡s ❝❛s❡s✳
• ❯♥ s♦♠♠❡t ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❡st ❞✐t ❡♥ ❝♦♥t❛❝t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❛s❡ ❞✉ ♣❧❛t❡❛✉ s✐ ❝❡ s♦♠♠❡t
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❝♦✐♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛s❡✳
❙♦✐t G ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❡t P ✉♥ ✵✲♣❧❛t❡❛✉✳
• ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ψ q✉✐✱ à
❝❤❛q✉❡ ❝❛s❡ ❞❡ P ✱ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡ G ♦✉ ⊥✳
▼✉♥✐ss♦♥s P ❞✬✉♥❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ψ✳
• ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ ❝❛s❡ (i, j) ❞✉ ♣❧❛t❡❛✉ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ s♦♠♠❡t s ❞❡ G s✐ ψ(i, j) = s✳
• ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ ❝❛s❡ (i, j) ❡st ♥♦♥ ❛ttr✐❜✉é❡ s✐ ψ(i, j) =⊥✳
• ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ③♦♥❡ ✈✐❞❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ ❝❛s❡s ♥♦♥ ❛ttr✐❜✉é❡s✳
▲❡♠♠❡ ✹✳ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♣❧❛♥❛✐r❡✱ ♥♦♥ ré❞✉✐t à ✉♥ s♦♠♠❡t✱ ❛❞♠❡tt❛♥t ✉♥❡ ❝❛rt❡
❞♦♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❢❛❝❡s✱ s❛✉❢ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ❢❛❝❡ ❡①t❡r♥❡✱ ♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✹ ❝ôtés✳ ❆❧♦rs
G ❡st ✷✲❝♦❧♦r✐❛❜❧❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t s0 ✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡ G✳ ❖♥ ❝♦❧♦r✐❡ s0 ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ✵✳ ❖♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❡♥s✉✐t❡
✉♥ ♣❛r❝♦✉rs ❡♥ ❧❛r❣❡✉r ♣♦✉r ❝♦❧♦r❡r ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r d mod 2 ❧❡s s♦♠♠❡ts q✉✐ s♦♥t à ❞✐st❛♥❝❡
d ❞❡ s0✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❛ ✷✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❡st ❝♦rr❡❝t❡✳
✶✸
❖♥ ♠♦♥tr❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿
H(n)❂✏s✐ Gn ❡st ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ G ❡♥ ♥❡ ❣❛r❞❛♥t q✉❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts x
✈ér✐✜❛♥t d(s0, x) ≤ n✱ ❛❧♦rs Gn ❡st ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ✷✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ♣r♦♣r❡✳✑
✕ H(1) ❡st ✈r❛✐❡ ✿ G1 ❡st ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♥st✐t✉é ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞✉ s♦♠♠❡t s0✱ ❝♦❧♦r✐é ❞❡ ❧❛
❝♦✉❧❡✉r ✵✱ ❡t ❞❡ s❡s ✈♦✐s✐♥s✱ ❝♦❧♦r✐é ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ✶✳ ■❧ ♥✬❡①✐st❡ ❛✉❝✉♥❡ ❛rêt❡ ❡♥tr❡
❧❡s ✈♦✐s✐♥s ❞❡ s0✱ ❝❛r ❝❡❧❛ ❢♦r♠❡r❛✐t ✉♥❡ ❢❛❝❡ à ✸ ❝ôtés✳ G1 ❡st ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡
✷✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ♣r♦♣r❡✳
✕ H(n)⇒ H(n+ 1) : ❘❛✐s♦♥♥♦♥s ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡ ❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ Gn+1 ♥✬❡st ♣❛s ♠✉♥✐
❞✬✉♥❡ ✷✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ♣r♦♣r❡✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts s1 ❡t s2 ❛❞❥❛❝❡♥ts ❡t ❞❡
♠ê♠❡ ❝♦✉❧❡✉r✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✱ Gn ❡st ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ✷✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ♣r♦♣r❡
❞♦♥❝ s1 ❡t s2 ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à Gn+1 \ Gn✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ d(s0, s1) = d(s0, s2) = n + 1✳
■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ y1 ✭r❡s♣✳ y2✮ t❡❧ q✉❡ s1y1 ∈ E ❡t d(s0, y1) = n ✭r❡s♣✳ s2y2 ∈ E ❡t
d(s0, y2) = n✮✳ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦♠♠❡ts ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❡ y1
✭r❡s♣✳ y2✮✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❝❡❧✉✐ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ŝ2s1y1 ✭r❡s♣✳ ŝ1s2y2✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❛rêt❡s
y1s1✱ s1s2✱ s2y2 ❞é❧✐♠✐t❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛❝❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ❢❛❝❡s ♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✹ ❝ôtés✱
❛❧♦rs y1y2 ∈ E✳ ❈✬❡st ❛❜s✉r❞❡ ❝❛r y1 ❡t y2 s♦♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦✉❧❡✉r ❡t ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t
à Gn✱ ❡t Gn ❡st ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ✷✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ♣r♦♣r❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ Gn+1 ❡st ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡
✷✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ♣r♦♣r❡✳
▲❡♠♠❡ ✺ ✭♣r♦✉✈é ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❋✮✳ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♣❧❛♥❛✐r❡ s❛♥s ♥♦❡✉❞ ❞❡ ❞❡❣ré ✐♥✲
❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à 1✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝❛rt❡ t❡❧❧❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢❛❝❡s ❞❡ G✱ s❛✉❢
é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ❢❛❝❡ ❡①t❡r♥❡✱ ❛❞♠❡tt❡♥t ✸ ♦✉ ✹ ❝ôtés✳ ❆❧♦rs G ❡st ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ré❞✉✐t ❞✬✉♥
2✲♣❧❛t❡❛✉✱ s✐ t♦✉t❡s ❧❡s ❢❛❝❡s ❛❞♠❡tt❡♥t ✹ ❝ôtés✱ ❡t ❞✬✉♥ c✲♣❧❛t❡❛✉ s✐♥♦♥✱ ❛✈❡❝ c = 3 ♦✉
c = 4✳
▲❡♠♠❡ ✻✳ ❙♦✐t P ✉♥ c✲♣❧❛t❡❛✉✱ ❡t G ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ré❞✉✐t ❞❡ P ✳ ❆❧♦rs ● ❡st ♣❧❛♥❛✐r❡ ❡t ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞❡ G t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❝ôtés ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉
é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝ôtés ❞❡s ❝❛s❡s ❞❡ P ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✹✳ ❈❡tt❡ ❜♦r♥❡ ❡st ❛tt❡✐♥t❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❡♠♣r✉♥t❛♥t ❧❡s ❛rêt❡s ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❞✉❛❧❡ ❞❡
P ✱ ❡t ❞é❧✐♠✐t❛♥t ❞❡✉① ③♦♥❡s✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ F ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞♦♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t ❧❡s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s
❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡s✱ ❡t ❞♦♥t ❧❡s ❛rêt❡s s♦♥t ❧❡s ♣♦rt✐♦♥s ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❛s ❞❡ s♦♠♠❡t✳
❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❝❛rt❡ ♣❧❛♥❛✐r❡ ❞❡ F ✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❛❧♦rs q✉❡ G ❡st ❧❡ ❞✉❛❧ ❞❡ F ✳ ❆✐♥s✐✱
s❡❧♦♥ ❬✶✵❪✱ G ❡st ♣❧❛♥❛✐r❡ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐sé♠❡♥t ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞❡ G à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ❞❡
F ✳ ❊❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝ôtés ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❛rt❡ ❞❡ G ❡st
é❣❛❧ ❛✉ ❞❡❣ré ❞✉ s♦♠♠❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝❛rt❡ ❞❡ F ✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡s s♦♠♠❡ts
❞❛♥s F ❡st ❧✐♠✐té ♣❛r ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❛♥s ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❞✉❛❧❡ ❞❡ P ✱ ❡t q✉❡ ❝❡ ❞❡❣ré
❡st é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝ôtés ❞❡s ❝❛s❡s ❞❡ P ✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❝ôtés ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡
❞❛♥s ❧❛ ❝❛rt❡ ❞❡ G ❡st ❧✐♠✐té ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝ôtés ❞❡s ❝❛s❡s ❞❛♥s P ✳ ❈❡tt❡ ❜♦r♥❡ ❡st
❛tt❡✐♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞é❝r✐t❡ à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻ ✿ ❧❡ s♦♠♠❡t s ❡st ❞❡ ❞❡❣ré ✹✱ ❞♦♥❝ ❧❛ ❢❛❝❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❞❛♥s G ❛✉r❛ ✹ ❝ôtés✳
✶✹
✭❛✮ P❧❛t❡❛✉
s
ss
s
✭❜✮ ●r❛♣❤❡ ré❞✉✐t
❋✐❣✳ ✻ ✕ ❈ré❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢❛❝❡ à ✹ ❝ôtés✳
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❡t G′ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♦❜t❡♥✉ ❛♣rès é❧❛❣❛❣❡ t♦t❛❧ ❞❡ G ✭❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ ❛♣rès s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ❞❡❣ré ✶✮✳ ❆❧♦rs
✭✐✮✳ G ❡st ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ré❞✉✐t ❞✬✉♥ c✲♣❧❛t❡❛✉ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝❛rt❡ ♣❧❛♥❛✐r❡ ❞❡
G′ ❞♦♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❢❛❝❡s✱ s❛✉❢ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ❢❛❝❡ ❡①t❡r♥❡✱ ❛❞♠❡tt❡♥t ❛✉ ♣❧✉s ✹ ❝ôtés✳
✭✐✐✮✳G ❡st ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ré❞✉✐t ❞✬✉♥ ✷✲♣❧❛t❡❛✉ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝❛rt❡ ♣❧❛♥❛✐r❡
❞❡ G′ ❞♦♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❢❛❝❡s✱ s❛✉❢ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ❢❛❝❡ ❡①t❡r♥❡✱ ❛❞♠❡tt❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✹
❝ôtés✳
❙✐ G ❡st ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ré❞✉✐t ❞✬✉♥ c✲♣❧❛t❡❛✉✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❝❛rt❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ G à
♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ G′ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❞éq✉❛t❡ à ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
s♦♠♠❡ts✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙❡♥s ❞✐r❡❝t ✿ ❈♦♥str✉✐s♦♥s ❧❛ ❝❛rt❡ ❞❡ G′ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞✉ c✲♣❧❛t❡❛✉ P ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❛♥t à G✳ ❖♥ ♥✉♠ér♦t❡ ❝❤❛q✉❡ ③♦♥❡✱ ❞❛♥s ✉♥ ♦r❞r❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡✳ ❚r❛♥s❢♦r♠♦♥s ❝❡tt❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♥str✉✐s♦♥s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❧❡s ❛r❜r❡s q✉✐ s❡r♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❧✬♦❜✲
t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ G ✿ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ③♦♥❡✱ ♦♥ ❝ré❡ ✉♥ ❛r❜r❡ ❝♦♥st✐t✉é
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ r❛❝✐♥❡✱ ♣♦rt❛♥t ❧❡ ♥✉♠ér♦ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ré♣èt❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ❛✉t❛♥t ❞❡ ❢♦✐s q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✿ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ③♦♥❡ A ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r c1✱ ❛❞❥❛❝❡♥t❡ à ✉♥❡
s❡✉❧❡ ❛✉tr❡ ③♦♥❡ B ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r c2✱ ♦♥ ❛❝❝r♦❝❤❡ ❧❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❡♥r❛❝✐♥é ❡♥ A ❝♦♠♠❡ ✜❧s ❞❡
B✱ ♣✉✐s ♦♥ ❝♦❧♦r✐❡ s✉r ❧❡ ♣❧❛t❡❛✉ t♦✉t❡s ❧❡s ❝❛s❡s ❞❡ A ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r c2✱ ❝❡ q✉✐ ❢✉s✐♦♥♥❡ ❧❡s
③♦♥❡s A ❡t B✳
➪ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s✱ ❝❤❛q✉❡ ③♦♥❡ ❛❞♠❡t ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ③♦♥❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s ❞✐st✐♥❝t❡s✳
▲❡ ❧❡♠♠❡ ✻ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❛r ❞✉❛❧✐té ❞✬✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ G′✱
q✉✐ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ré❞✉✐t ❞❡ ❝❡ c✲♣❧❛t❡❛✉ ♠♦❞✐✜é✳ ❈❡ ❧❡♠♠❡ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ é❣❛❧❡♠❡♥t
q✉❡ G′ ❛ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ❢❛❝❡s à ✸ ♦✉ ✹ ❝ôtés✳ ❙✐ P ❡st ✉♥ ✷✲♣❧❛t❡❛✉✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣❧❛t❡❛✉
♦❜t❡♥✉ ❛♣rès ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ✷✲♣❧❛t❡❛✉✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ G′✱ ❡♥ t❛♥t q✉❡
❣r❛♣❤❡ ré❞✉✐t ❞✬✉♥ ✷✲♣❧❛t❡❛✉✱ ❡st ✷✲❝♦❧♦r✐❛❜❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ G′ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❝②❧❝❡s ✐♠♣❛✐rs✱
❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣❛s ❞❡ ❢❛❝❡s à ✸ ❝ôtés✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝ôtés ❞❡s ❢❛❝❡s ❞❡ G′✳
❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ ❝❛rt❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ G ❡♥ r❛❝❝r♦❝❤❛♥t ❧❡s ❛r❜r❡s ♦❜t❡♥✉s ❡♥
❞é❜✉t ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛✉① s♦♠♠❡ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts✳
❙❡♥s ré❝✐♣r♦q✉❡ ✿ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ✺ ❞♦♥♥❡ ✉♥ c✲♣❧❛t❡❛✉ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à G′ ✭❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s s✉r c ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❢❛❝❡s ❞❡ G′✮✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❡♥s✉✐t❡ ❞❡ ❝ré❡r ❧❡s ③♦♥❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ❛✉① s♦♠♠❡ts é❧❛❣✉és ❞❡ G✳ ❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ♣❛r ♦♣ér❛t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s✱ ❞❛♥s
❧❡ s❡♥s ✐♥✈❡rs❡ ❞✬é❧❛❣❛❣❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥❡
❢❡✉✐❧❧❡✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞é✜♥✐t ❛✐♥s✐ ✭✈♦✐r ❋✐❣ ✽✮ ✿ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ❝❛s❡ ✐♥tér✐❡✉r❡ à ❧❛ ③♦♥❡ ♣èr❡✱
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✭❛✮ ❆r❜r❡ à ❛❥♦✉t❡r
❛
✭❜✮
❋✐❣✳ ✼ ✕ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ a ❡t ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❛❝❝r♦❝❤❡r✳
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ ❝❛s❡ ❞♦♥t ❧❡s ❤✉✐t ❝❛s❡s ❧✬❡♥t♦✉r❛♥t s♦♥t ❛ss♦❝✐é❡s à ❧❛ ③♦♥❡ ♣èr❡✳ ❙✐ ❛✉✲
❝✉♥❡ ❝❛s❡ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ♣èr❡ ♥✬❡st ✐♥tér✐❡✉r❡✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ❝❛s❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ♣èr❡
❡t ♦♥ s✉❜❞✐✈✐s❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❡t ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❝❛s❡ ❡♥ tr♦✐s s❡❧♦♥ ❝❤❛q✉❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
✭❛✐♥s✐✱ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡✈✐❡♥t ✸ ❝♦❧♦♥♥❡s ❡t ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡✈✐❡♥t ✸ ❧✐❣♥❡s✮✳ ❖♥ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❛ss✉rés
❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ❝❛s❡ ✐♥tér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ♣èr❡✳ ❖♥ ❛ss♦❝✐❡ ❝❡tt❡ ❝❛s❡ ❛✉ s♦♠♠❡t
✜❧s✳ ❖♥ ❝♦❧♦r✐❡ ❧❡ ✜❧s ❞✬✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉r ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ s♦♥ ♣èr❡ ✭❝❡ q✉✐ ❡st t♦✉❥♦✉rs
♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛r ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ t♦✉❥♦✉rs ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ❝♦✉❧❡✉rs✮✳ ❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
❡①❛❝t❡♠❡♥t à ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ à ✉♥ s♦♠♠❡t✱ ❞♦♥❝ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ c✲♣❧❛t❡❛✉
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à G ❡♥ ❧❛ ré♣ét❛♥t s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ▲❡s ♣❧♦♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❞❛♥s ❞❡s ♣❧❛t❡❛✉① ❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞✉
❧❡♠♠❡ ✺ ❡t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♦♣t✐♠❛✉①✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡
❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❡♥ (n+m)✱ ♦ù n ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❡ G ❡t m ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛rêt❡s✳
▲❡s ♣❧♦♥❣❡♠❡♥ts ❡✛❡❝t✉és ❞❛♥s ❝❡s ♣r❡✉✈❡s ♦♥t été ❝❤♦✐s✐s ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ s✐♠♣❧✐❝✐té
❞❡ ré❞❛❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥✳
✶✻
❛❜
❝
✭❛✮
❛
❜
❝❞
✭❜✮
❛
❜
❝
❞
❡
❢
✭❝✮
❛
❜
❝❞
❡
❢
❣
✭❞✮
❋✐❣✳ ✽ ✕ ❆❥♦✉t ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼ ❛✉ s♦♠♠❡t ❛✳
✶✼
✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❉✬❛✉tr❡s ♣✐st❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s♦♥t ❡♥❝♦r❡ ❛ ❡①♣❧♦r❡r✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧❡♠❡ c✲❋r❡❡✲
❋❧♦♦❞✲■t s✉r ❧❡s ❝②❝❧❡s✱ ♣✉✐sq✉❡ s❡✉❧❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ c✲❋r❡❡✲❋❧♦♦❞✲■t ❛ été rés♦❧✉❡ s✉r
❧❡s ❝②❝❧❡s ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t✳ ❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❞é♣❛rt ❡t✴♦✉ s❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ s♦♥t
❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ré❞✉✐ts s❡r❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥téréss❛♥t❡✱
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ s♦♠♠❡ts✱ ❧❡ r❛②♦♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝❡s ❣r❛♣❤❡s✱
❡t❝✳ ❆✉ss✐✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts q✉❡ ❥✬❛✐ ♦❜t❡♥✉s ♦♥t s♦✉❧❡✈é ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ré❞✉✐ts ❧❛✐ss❡ ❡s♣ér❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
❞✉ r❛②♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝❡s ❣r❛♣❤❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♣❧❛t❡❛✉ ✐ss✉ ❞✉
♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ré❞✉✐t ♣❡✉t êtr❡ ♦♣t✐♠✐sé❡✳ ▲❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡st✐♦♥ ♦✉✈❡rt❡
r❡st❛♥t❡ ❡st ❜✐❡♥ sûr ❞❡ ♣ré❝✐s❡r ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ■❧ ❡st très s♦✉✈❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡ ✭❛r❜r❡s ❞❡s ✸ ❝♦✉❧❡✉rs✮ ♠❛✐s ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡
✐♥tér❡ss❛♥t❡ ♦ù ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ✭❝②❝❧❡s✮✳ P❡✉t✲♦♥ ét❡♥❞r❡ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❄ ❨
❛✲t✲✐❧ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s q✉✐✱ s✬✐❧s s♦♥t ❝♦♥tr❛✐♥ts✱ ❛ss✉r❡♥t ❞❡s rés♦❧✉t✐♦♥s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ❄
❘é❢ér❡♥❝❡s
❬✶❪ ❏❡✉ ✢♦♦❞✲✐t✳ ❤tt♣ ✿✴✴✢♦♦❞✐t✳❛♣♣s♣♦t✳❝♦♠✴✳
❬✷❪ ❏❡✉ ♠❛❞ ✈✐r✉s✳ ❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳❜✉❜❜❧❡❜♦①✳❝♦♠✴♣❧❛②✴♣✉③③❧❡✴✺✸✾✳❤t♠✳
❬✸❪ ❆✳ ❉❛rt❡✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❧♦♦♣ ❢✉s✐♦♥✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱ ❯♥✐té ♠✐①t❡ ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❈◆❘❙✲■◆❘■❆✲❊◆❙ ❞❡ ▲②♦♥✱ ✶✾✾✽✳
❬✹❪ ❑✲❏✳ ❘ä✐❤ä ❡t ❊✳ ❯❦❦♦♥❡♥✳ ❚❤❡ s❤♦rt❡st ❝♦♠♠♦♥ s✉♣❡rs❡q✉❡♥❝❡ ♦✈❡r ❜✐♥❛r② ❛❧♣❤❛❜❡t
✐s ♥♣✲❝♦♠♣❧❡t❡✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✶✽✼✲✶✾✽✱ ✶✾✽✶✳
❬✺❪ ❉✳ ❆rt❤✉r ❡t ❘✳ ❈❧✐✛♦r❞ ❡t ▼✳ ❏❛❧s❡♥✐✉s ❡t ❆✳ ▼♦♥t❛♥❛r♦ ❡t ❇✳ ❙❛❝❤✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
♦❢ ✢♦♦❞ ✜❧❧✐♥❣ ❣❛♠❡s✳ ❆r①✐✈✱ ❏❛♥ ✷✵✶✵✳
❬✻❪ ❉✳ ❆rt❤✉r ❡t ❘✳ ❈❧✐✛♦r❞ ❡t ▼✳ ❏❛❧s❡♥✐✉s ❡t ❆✳ ▼♦♥t❛♥❛r♦ ❡t ❇✳ ❙❛❝❤✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
♦❢ ✢♦♦❞ ✜❧❧✐♥❣ ❣❛♠❡s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❋✐❢t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❋✉♥
✇✐t❤ ❆❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❏✉✐♥ ✷✵✶✵✳ ▲◆❈❙ ✻✵✾✾✱ ❙♣r✐♥❣❡r✳
❬✼❪ ❑✳ ❆♣♣❡❧ ❡t ❲✳ ❍❛❦❡♥✳ ❊✈❡r② ♣❧❛♥❛r ♠❛♣ ✐s ❢♦✉r ❝♦❧♦r✐❛❜❧❡✳ ❇✉❧❧❡t✐♥ ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥
▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✱ ✽✷✱ ✶✾✼✻✳
❬✽❪ ❉✳❊✳ ❑♥✉t❤✳ ❚❤❡ ❆rt ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ✈♦❧✉♠❡ ✸✳ ❆❞❞✐s♦♥✲❲❡s❧❡②✱ ✶✾✼✸✳
❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✹✳
❬✾❪ ▼✳ ❑❛✉❢♠❛♥♥ ❯✳ ❋öss♠❡✐❡r✱ ●✳ ❑❛♥t✳ ✷✲✈✐s✐❜✐❧✐t② ❞r❛✇✐♥❣s ♦❢ ♣❧❛♥❛r ❣r❛♣❤s✳ ❚❡❝❤♥✐✲
❝❛❧ r❡♣♦rt✱ ❯♥✐✈❡rs✐tät ❚ü❜✐❣❡♥✱ ●❡r♠❛♥② ❡t ❯tr❡❝❤t ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s✱ ✶✾✾✼✳
❬✶✵❪ ❉♦✉❣❧❛s ❇✳ ❲❡st✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❚♦ ●r❛♣❤ ❚❤❡♦r②✳ Pr❡♥t✐❝❡ ❍❛❧❧✱ s❡❝♦♥❞❡ ❡❞✐t✐♦♥✱
✷✵✵✶✳
✶✽
❆♥♥❡①❡s
❆ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ré❞✉✐t
❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ré❞✉✐t
❊♥tré❡s ✿ G = (V,E) ❣r❛♣❤❡ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ c✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ϕ
❙♦rt✐❡s ✿ ●r❛♣❤❡ ré❞✉✐t r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ❧✐st❡s ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡s ❆ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
s♦♠♠❡ts ♥❴r❡❞✱ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❈♦✉❧❡✉r
❞é❜✉t
n ← |V |❀
iz ← 0 ❀ ✴✯ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❝♦✉r❛♥t❡ ✯✴
❆← t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❧✐st❡s ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡s✱ ✐♥✐t✐❛❧✐sé à ❬ ❪❀
❈♦✉❧❡✉r← t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ré❞✉✐t❀
■← t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ré❞✉✐t
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡❀
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s ∈ V ❢❛✐r❡
s✳✈✐s✐t❡← 0❀
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s ∈ V t❡❧ q✉❡ s✳✈✐s✐t❡❂✵ ❢❛✐r❡
iz ← iz + 1❀
❩← [s] ❀ ✴✯ ❙♦♠♠❡ts ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❝♦✉r❛♥t❡ à ✈✐s✐t❡r ✯✴
❈♦✉❧❡✉r❬iz❪❂s✳❝♦✉❧❡✉r❀
t❛♥t q✉❡ ❩ 6= [ ] ❢❛✐r❡
s← ❤❡❛❞(❩) ❀
❩← t❛✐❧(❩) ❀
s✳✈✐s✐t❡← 1 ❀
■❬s❪← iz ❀
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s′ ✈♦✐s✐♥ ❞❡ s ❢❛✐r❡
s✐ s✬✳❝♦✉❧❡✉r❂s✳❝♦✉❧❡✉r ❡t s✬✳✈✐s✐t❡❂✵ ❛❧♦rs
❩← s′ :: ❩❀
s✐♥♦♥ s✐ s✬✳❝♦✉❧❡✉r 6= s✳❝♦✉❧❡✉r ❡t s✬✳✈✐s✐t❡❂✶ ❛❧♦rs
❆❬iz❪← ■❬s✬❪ :: ❆❬iz❪ ❀
❆❬■❬s✬❪❪← iz :: ❆❬■❬s✬❪❪❀
♥❴r❡❞← iz❀
❇ Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✶
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❛ été ♣r♦✉✈é ❞❛♥s ❬✸❪ ♣♦✉r |Σ| = 3✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t
♣♦✉r |Σ| ≥ 3✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❧♦♥❣✉❡✱ ❝✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✉♥❡
♣r❡✉✈❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s |Σ| ≥ 4✳
❘é❞✉✐s♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❈❙ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡ t❛✐❧❧❡ |Σ| ≥ 2 ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❙❈❙ s❛♥s ❞♦✉❜❧♦♥ ❛✈❡❝ |Σ| ≥ 4✳ ❙♦✐t ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❙❈❙ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ à s❛✈♦✐r k ❝❤❛î♥❡s
❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s s1, . . . , sk s✉r ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t Σ = {a1, . . . , ar} ♦ù r ≥ 2✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs
✶✾
Σ′ = {b1, . . . , br} ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧♣❤❛❜❡t à r ❧❡ttr❡s✳ P♦✉r t♦✉t i ∈ {1, . . . , r}✱ s♦✐t si′ ❧❛
❝❤❛î♥❡ ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ si ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ bj ❛♣rès ❝❤❛q✉❡ aj✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
a4a3a6 ❞❡✈✐❡♥t a4b4a3b3a6b6✳
❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧♣❤❛❜❡t ❡st Σ∪Σ′✱ ❞❡ t❛✐❧❧❡ 2r ≥ 4✳ ◆♦t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉✬❛✉❝✉♥ si′ ♥❡
❝♦♠♣♦rt❡ ❞❡✉① ❧❡ttr❡s ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱ ❡t q✉❡ ❧❛ ❧❡ttr❡ b1 ♥✬❡st ❥❛♠❛✐s ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥
t❛♥t q✉❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❧❡ttr❡ ❞✬✉♥ ♠♦t ✭❝✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s ❧❡ttr❡s bj✱
2 ≤ j ≤ r✮✳ ▲❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s si′✱ 1 ≤ i ≤ k s✉r ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t Σ∪Σ′ ❢♦r♠❡
❞♦♥❝ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❈❙ s❛♥s ❞♦✉❜❧♦♥ s✉r ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡ t❛✐❧❧❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉
é❣❛❧❡ à ✹✳
❙♦✐t l ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ s✉♣❡rséq✉❡♥❝❡ ♣♦✉r s1, . . . , sk ❡t s′ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡
s✉♣❡rséq✉❡♥❝❡ ♣♦✉r s1′, . . . , sr ′✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ s′ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t 2l✳
❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♠♦♥tr❡r q✉❡ |s′| ≤ 2l✳ ❙♦✐t s ✉♥❡ s✉♣❡rséq✉❡♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ s1, . . . , sk✱
❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ |s| = l✳ ❙♦✐t s′′ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ s ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ bj
❛♣rès ❝❤❛q✉❡ aj✳ ❆❧♦rs s′′ ❡st ✉♥❡ s✉♣❡rséq✉❡♥❝❡ ❞❡ s1′, . . . , sk ′ ❡t |s′′| = 2l✳
▼♦♥tr♦♥s ❡♥s✉✐t❡ q✉❡ |s′| ≥ 2l✳ ❙♦✐t piΣ ✭r❡s♣✳ piΣ′✮ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ Σ∪Σ′ s✉r Σ ✭r❡s♣✳
Σ′✮✳ ❆❧♦rs piΣ(s′) ❡st ✉♥❡ s✉♣❡rséq✉❡♥❝❡ ❞❡ piΣ(s1′) = s1, . . . , piΣ(sk ′) = sk ❞♦♥❝ |piΣ(s′)| ≥ l✳
❉❡ ♠ê♠❡✱ piΣ′(s′) ❡st ✉♥❡ s✉♣❡rséq✉❡♥❝❡ ❞❡ piΣ′(s1′), . . . , piΣ′(sk) ❡t |s′| = |piΣ(s′)|+|piΣ′(s′)|✳
P❛r s②♠étr✐❡✱ |piΣ′(s′)| ≥ l✱ ❞♦♥❝ |s′| ≥ 2l✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❈❙ ❡st ◆P✲❞✉r ♣♦✉r ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉①
❧❡ttr❡s ❬✹❪✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❈❙ s❛♥s ❞♦✉❜❧♦♥ ❡st ◆P✲❞✉r ♣♦✉r ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s
✹ ❧❡ttr❡s✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ q✉✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ s ❡st ✉♥❡ s✉♣❡rséq✉❡♥❝❡ ❞♦♥❝
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞é❝✐s♦♥♥❡❧ ❡st ❞❛♥s ◆P✱ ❞♦♥❝ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✳
❈ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s ✈❛❧✐❞❡s
❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s ✈❛❧✐❞❡s
❊♥tré❡s ✿ G = (V,E) ❝②❝❧❡ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ c✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ♣r♦♣r❡ ϕ✱ ❡t ❞♦♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t
♥✉♠ér♦tés s❡❧♦♥ ✉♥❡ ♥✉♠ér♦t❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡
❙♦rt✐❡s ✿ ❧✐st❡❴❝♦✉♣❧❡s ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s ✈❛❧✐❞❡s
❞é❜✉t
❧✐st❡❴❝♦✉♣❧❡s← [ ]❀
n ← |V |❀
♣♦✉r i ❛❧❧❛♥t ❞❡ ✶ à n− 1 ❢❛✐r❡
♣♦✉r j ❛❧❧❛♥t ❞❡ n− i− 1 à 1 ❢❛✐r❡
s✐ ϕ(i) = ϕ(j) ❛❧♦rs
❧✐st❡❴❝♦✉♣❧❡s← (i, j) :: ❧✐st❡❴❝♦✉♣❧❡s❀
✷✵
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✭✐✮✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ z ∈ V ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ y t❡❧ q✉❡
R(G)− 1 ≤ d(c, z) ≤ R(G)✳ ❘❛✐s♦♥♥♦♥s ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡ ❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t
z ∈ V ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ y✱ ♦♥ ❛ d(c, z) ≤ R(G)− 2✳ ❆❧♦rs d(a1, y) = R(G)− 1✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
♣♦✉r t♦✉t z ∈ V ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ y✱ d(a1, z) ≤ d(a1, c)+d(c, z) ≤ 1+R(G)−2 = R(G)−1✳
❆✐♥s✐✱ r(a1) = R(G)− 1✳ ❈✬❡st ❛❜s✉r❞❡ ❝❛r R(G) = min{r(x)|x ∈ V }✳
▼♦♥tr♦♥s ❛❧♦rs ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭✐✮✳ ❘❛✐s♦♥♥♦♥s à ♥♦✉✈❡❛✉ ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡✳ ◆♦✉s ✈❡♥♦♥s
❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ z ∈ V ✈ér✐✜❛♥t R(G) − 1 ≤ d(c, z) ≤ R(G)✳ ❖♥ ♥♦t❡
z1, . . . , zn ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡ y ✈ér✐✜❛♥t ❝❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ♣♦✉r
t♦✉t i ∈ {1, . . . , n} ✐❧ ❡①✐st❡ µi = cbi,1 . . . bi,r−εizi ✭❛✈❡❝ εi ∈ {1; 2}✮ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥
♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ c à zi t❡❧s q✉❡ γ ∩ µi 6= {c}✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ {1, . . . , n}
✐❧ ❡①✐st❡ ki, ji ∈ {1, . . . , r} t❡❧s q✉❡ aki = bji ✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s γ ❡t µ s♦♥t
♠✐♥✐♠❛✉①✱ ❛❧♦rs ki = ji✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝
∀i ∈ {1, . . . , n} d(a1, zi) ≤ |a1 . . . akibi,ki+1 . . . bi,r−εizi|
≤ r − εi
≤ R(G)− 1
❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t s♦♠♠❡t x ∈ V \ {z1, . . . , zn, y}
d(a1, x) ≤ d(a1, c) + d(c, x)
≤ 1 +R(G)− 2
≤ R(G)− 1
❊♥✜♥✱ d(a1, y) = |a1 . . . ar−1y| = r − 1 = R(G)− 1✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ r(a1) = R(G)− 1✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❛❜s✉r❞❡✳
✭✐✐✮✳ ❙♦✐t {z1, . . . , zn} ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ✭✐✮✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡
q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i✱ d(c, zi) = R(G)−1✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ i ∈ {1, . . . n}✱ t❡❧ q✉❡ t♦✉t
❝❤❡♠✐♥ µi ✭♥♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧✮ ❛❧❧❛♥t ❞❡ c à zi ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r d(c, zi)+1 ✈ér✐✜❡ µi∩γ = {c}✳
❖♥ r❛✐s♦♥♥❡ ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡ ❡t ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ µi ❛❧❧❛♥t
❞❡ c à zi✱ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r d(c, zi)+ 1 t❡❧ q✉❡ µi ∩ γ 6= {c}✳ ❖♥ ♥♦t❡ µi = cbi,1 . . . bi,r−1zi✳
❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t i✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ki t❡❧ q✉❡ aki = bi,ki ♦✉ aki = bi,ki+1✳ ❆❧♦rs
✕ d(a1, y) = R(G)− 1
✕ ♣♦✉r t♦✉t i✱ ♦♥ ❛ d(a1, zi) = |a1 . . . akibi,ki+εi . . . bi,r−1zi| ♦ù εi ∈ {1; 2} ❞♦♥❝
d(a1, zi) ≤ R(G)− 1✳
✕ ♣♦✉r t♦✉t x ❞✐✛ér❡♥t ❞❡s zi ✈ér✐✜❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té R(G) − 1 ≤ d(c, x) ≤ R(G)✱ ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♠✐♥✐♠❛❧ δ = cd1 . . . dr−εx ✭❛✈❡❝ ε ∈ {1, 2}✮ ❛❧❧❛♥t ❞❡ c à x t❡❧
q✉❡ δ ∩ γ 6= {c}✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ki, ji t❡❧s q✉❡ aki = bji ✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s γ ❡t
δ s♦♥t ♠✐♥✐♠❛✉①✱ ❛❧♦rs ki = ji✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ d(a1, x) ≤ |a1 . . . akibi,ki+1 . . . bi,r−εzi|
❞♦♥❝ d(a1, x) ≤ r − ε ≤ R(G)− 1✳
✕ ♣♦✉r t♦✉t x t❡❧ q✉❡ d(c, x) ≤ R(G) − 2 ✭❝❡❝✐ ❝♦✉✈r❡ t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s✮✱ ♦♥ ❛ ✿
d(a1, x) ≤ d(a1, c) + d(c, x) ≤ R(G)− 1✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t r(a1) = R(G)− 1 < R(G)✳ ❈✬❡st ❛❜s✉r❞❡✳
✷✶
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✭✐✮✳ ❖♥ r❛✐s♦♥♥❡ ♣❛r ❧✬❛❜✉r❞❡ ❡t ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥
♠✐♥✐♠❛❧ λ ❛❧❧❛♥t ❞❡ a à b ❞❛♥s G/x✱ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à dG(a, b)− 2✳
❙♦✐t µ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s G t❡❧ q✉❡ µ/x = λ✳ ❆❧♦rs µ ✈❛ ❞❡ a à b✱ ❝❡ q✉✐ ❛ss✉r❡ q✉❡
|µ| ≥ dG(a, b) ≥ |λ|+ 2✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ λ ♣❛ss❡ ♣❛r x
❞❛♥s G/x✳ ❈♦♠♠❡ λ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧✱ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ λ = λ1xλ2 ♦ù
λ1 ❡t λ2 s♦♥t ♠✐♥✐♠❛✉① ❡t ♥❡ ♣❛ss❡♥t ♣❛s ♣❛r x ❞❛♥sG/x✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧s ♦♥t été ✐♥❝❤❛♥❣és
♣❛r ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ x ❛✈❡❝ s❡s ✈♦✐s✐♥s✱ ❡t ✐❧s s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♠✐♥✐♠❛✉① ❞❛♥s G✳ ❖♥ ❛
❛✐♥s✐ ✿ µ = λ1x1 . . . xnλ2 ♦ù {x1, . . . , xn} ⊆ N(x)∪{x} ❡t n = |µ|− |λ|+1✳ ❖♥ ♣❡✉t
❞♦♥❝ ❝ré❡r ❞❛♥s G ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ µ′ = λ1x1xxnλ2 ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r |λ|+2 ≤ dG(a, b) ♣❛ss❛♥t
♣❛r x✳ ❖r µ′ ✈❛ ❞❡ a à b ❞❛♥s G ❞♦♥❝ |µ′| ≥ dG(a, b)✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ |µ′| = dG(a, b)
❞♦♥❝ µ′ ❡st ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛❧❧❛♥t ❞❡ a à b ❞❛♥s G✱ ♣❛ss❛♥t ♣❛r x ✿ ❝✬❡st ❛❜s✉r❞❡✳
❈❛s ❞✬é❣❛❧✐té ✿
✕ ❙❡♥s ❞✐r❡❝t ✿ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♠✐♥✐♠❛❧ λ ❛❧❧❛♥t ❞❡ a à b ❞❛♥s G/x✱ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r
dG(a, b)−1✳ ❯♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ µ′ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t
♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r dG(a, b) + 1 ❛❧❧❛♥t ❞❡ a à b ❡♥ ♣❛ss❛♥t ♣❛r x
❞❛♥s G✳
✕ ❙❡♥s ré❝✐♣r♦q✉❡ ✿❙♦✐t µ′ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r dG(a, b) + 1 ❛❧❧❛♥t ❞❡ a à b ❡♥
♣❛ss❛♥t ♣❛r x ❞❛♥s G✳ ❆❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❞é❝♦♠♣♦s❡r µ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ µ′ = µ1x1xx2µ2✱
♦ù x1 ❡t x2 s♦♥t ❞❡s ✈♦✐s✐♥s ❞❡ x✳ ❆❧♦rs✱ |µ′/x| ≤ |µ′| − 2 = dG(a, b)− 1✳
✭✐✐✮✳ ❙♦✐t λ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛❧❧❛♥t ❞❡ a à b ❞❛♥s G/x✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ µ′ ❛❧❧❛♥t ❞❡ a à b ❞❛♥sG t❡❧ q✉❡ |µ′| = |λ|+2✳
❉♦♥❝ dG(a, b) ≤ dG/x(a, b) + 2✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ dG(a, b)− 2 ≤ dG/x(a, b)✳
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝❛rt❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ G ❞❛♥s ✉♥ c ✲
♣❧❛t❡❛✉✱ c ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧✬é♥♦♥❝é ❞✉ ❧❡♠♠❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♥✲
str✉❝t✐♦♥ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ s✐① ét❛♣❡s✳
• ➱t❛♣❡ ✶ ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❞❡ss✐♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧
❙❡❧♦♥ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❬✾❪✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ❞❡ss✐♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞❡ G q✉✐ ❝♦♥✲
s❡r✈❡ ❧❛ ❝❛rt❡✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❧❛♥❛✐r❡ ❞❡ G✱ ♦ù ❧❡s s♦♠♠❡ts
s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❞❡s r❡❝t❛♥❣❧❡s✱ ❡t ❧❡s ❛rêt❡s ♣❛r ✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ tr❛✐ts ❤♦r✐✲
③♦♥t❛✉① ❡t ✈❡rt✐❝❛✉① ✭❝❢ ❋✐❣ ✾✮✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ ❛ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚♦✉s ❝❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ❛❧✐❣♥és s✉r ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡✱ ❞♦♥t ❧❡ ♥♦♠✲
❜r❡ ❞❡ ❝♦❧♦♥♥❡s ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧✐❣♥❡s s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts✳ ❖♥
❝♦♥s✐❞èr❡ P ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ✵✲♣❧❛t❡❛✉ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡tt❡ ❣r✐❧❧❡ ❡t ❝♦♥t❡♥❛♥t t♦✉s ❧❡s
é❧é♠❡♥ts ❝♦♥str✉✐ts✳ ❉❛♥s ❧❡s ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s✱ P ✈❛ s✉❜✐r ❞❡s s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥s✱ ♠❛✐s ♦♥
❝♦♥t✐♥✉❡r❛ ❞✬❛♣♣❡❧❡r P ❧❡ ♣❧❛t❡❛✉ s✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ tr❛✈❛✐❧❧❡✳
✷✷
❅
❅
❅
❅
✟✟
✟✟
✟✟
✁
✁
✁
✁
❵❵❵❵❵
✓
✓
✓
✓
❙
❙
❙
❙ ▲
▲
▲
▲
▲
t
t
t
t
t
t
s1
s2
s3
s4 s5
s6
✭❛✮ ●r❛♣❤❡ ♣❧❛♥❛✐r❡
s1
s2
s3
s4
s5
s6
✭❜✮ ❉❡ss✐♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧
❋✐❣✳ ✾ ✕ ❉❡ss✐♥ ♦rt❤♦♥❛❧ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡✳
• ➱t❛♣❡ ✷ ✿ P❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡s ❛rêt❡s s✉r ❧❡s ❝❛s❡s ❞✉ ♣❧❛t❡❛✉
●râ❝❡ à ❧❛ tr❛♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❧❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t r❡♣rés❡♥tés s✉r ❞❡s ❝❛s❡s ❞✉
♣❧❛t❡❛✉ ❡t ❧❡s ❛rêt❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ s✉r ❧❡s ❛rêt❡s ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡✳ ❘❡♣rés❡♥t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
❧❡s ❛rêt❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ s✉r ❧❡s ❝❛s❡s ❞✉ ♣❧❛t❡❛✉✳ ❖♥ s✉❜❞✐✈✐s❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❡♥ ❞❡✉① s❡❧♦♥
❧❡s ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭✉♥❡ ❝❛s❡ ❞❡✈✐❡♥t ✹ ❝❛s❡s✮✳ ❖♥ ❛❥♦✉t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❡♥
❤❛✉t ❡t ✉♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡ à ❣❛✉❝❤❡✳ ❙♦✐t ✉♥❡ ♣♦rt✐♦♥ ❞✬❛rêt❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✶✳ ❖♥ ét❡♥❞ ❝❡tt❡
❛rêt❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✭✐✮✳ ❆rêt❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❙✐ ❧✬❛rêt❡ ❡st ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡✱ ♦♥ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❡ s✉r ❧❛ ❝❛s❡ s✐t✉é❡
❛✉✲❞❡ss✉s✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ s✐ ❧❛ ♣♦rt✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré❡ s❡ s✐t✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❛s❡ (i, j) ❡t
(i+ 1, j)✱ ❛❧♦rs ♦♥ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❛rêt❡ s✉r ❧❛ ❝❛s❡ (i, j)✳
✭✐✐✮✳ ❆rêt❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❙✐ ❧✬❛rêt❡ ❡st ✈❡rt✐❝❛❧❡✱ ♦♥ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❡ s✉r ❧❛ ❝❛s❡ s✐t✉é❡ à ❣❛✉❝❤❡✳
❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ s✐ ❧❛ ♣♦rt✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré❡ s❡ s✐t✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❛s❡s (i, j) ❡t (i, j + 1)✱
❛❧♦rs ♦♥ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❛rêt❡ s✉r ❧❛ ❝❛s❡ (i, j)✳
✭✐✐✐✮✳ ❈♦✐♥s ❙❡❧♦♥ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❛rêt❡s ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❬✾❪✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥ ❝♦✐♥ ❞✬❛rêt❡
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✵✳✭❞✮✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ ♣♦rt✐♦♥ ❞✬❛rêt❡ ❡♥tr❡ ❧❡s
❝❛s❡s (i+1, j) ❡t (i+1, j+1)✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ♣♦rt✐♦♥ ❞✬❛rêt❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❛s❡s (i, j+1)
❡t (i+1, j+1)✳ ❈❡ ❝❛s ❡st ❧❡ s❡✉❧ q✉✐ ❞é❝♦♥♥❡❝t❡ ✉♥❡ ❛rêt❡ ♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
♣ré❝é❞❡♥t❡ ✭❝❢ ❋✐❣ ✶✵✮✱ ❞♦♥❝ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝♦♥♥❡①✐♦♥✳
❆✐♥s✐✱ ✉♥❡ ❛rêt❡ ❡st ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ s✉r ❧❡s ❝❛s❡s ❞✉ ♣❧❛t❡❛✉ ❡t ♥♦♥ ♣❧✉s s✉r ❧❡s ❛rêt❡s
❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥ ❝ôté ❝♦♠♠✉♥✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛
s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❛ss✉r❡ q✉❡ ❞❡✉① ❛rêt❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s ❞❡✈❡♥✐r ❛❞❥❛❝❡♥t❡s ♣❛r
❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s✳
• ➱t❛♣❡ ✸ ✿ ❆ttr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❝❛s❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❛rêt❡s ❡t ❛✉① s♦♠♠❡ts
❙♦✐t ψ ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ q✉✐✱ à t♦✉t❡ ❝❛s❡ ❞❡ P ✱ ❛ss♦❝✐❡ ⊥✳ ▼♦❞✐✜♦♥s ψ✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ❝❛s❡
❝♦♠♣r✐s❡ ❞❛♥s ✉♥ r❡❝t❛♥❣❧❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ s♦♠♠❡t s✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❝❡ s♦♠♠❡t s✳
❆ttr✐❜✉♦♥s ❧❡s ❝❛s❡s ♦❝❝✉♣é❡s ♣❛r ❧❡s ❛rêt❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡✳ ❙♦✐❡♥t a ❡t b ❞❡✉① s♦♠♠❡ts
r❡❧✐és ♣❛r ✉♥❡ ❛rêt❡ e✳ ❙✐ l ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛s❡s ❡♠♣r✉♥té❡s ♣❛r e✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❧❡s
⌊l/2⌋ ♣r❡♠✐èr❡s ❝❛s❡s ❞❡ e à a✱ ❡t ❧❡s ❛✉tr❡s à b ✭✈♦✐r ❋✐❣ ✶✶✮✳
✷✸
✭❛✮ ✭❜✮ ✭❝✮ ✭❞✮
❋✐❣✳ ✶✵ ✕ ●❡st✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❛rêt❡s✳ ▲❡s tr❛✐ts é♣❛✐s r❡♣rés❡♥t❡♥t
❧❡s ❛rêt❡s ❛✈❛♥t ❧✬ét❛♣❡ ✷✱ ❡t ❧❡s ❝❛s❡s ❣r✐sé❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛♣rès ❧❛
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❝❛s r❡♣rés❡♥té à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭❞✮ ♣♦s❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉r ♥♦tr❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱
♠❛✐s ♥✬❛rr✐✈❡ ❥❛♠❛✐s✳
⇒
❋✐❣✳ ✶✶ ✕ ❆ttr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❝❛s❡s ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡✳
• ➱t❛♣❡ ✹ ✿ ❆ttr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❝❛s❡s s✐t✉é❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ③♦♥❡ ✐♥tér✐❡✉r❡ ✈✐❞❡
❯♥❡ ③♦♥❡ ✈✐❞❡ ❡st ❞✐t❡ ✐♥tér✐❡✉r❡ s✐ ❛✉❝✉♥❡ ❝❛s❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ③♦♥❡ ♥✬❡st ❛❞❥❛❝❡♥t❡ ❛✉
❜♦r❞ ❞✉ ♣❧❛t❡❛✉✳ ❯♥ s♦♠♠❡t s ❞❡ G ❡st ❞✐t ✈♦✐s✐♥ ❞✬✉♥❡ ③♦♥❡ ✈✐❞❡ A s✬✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ ❝❛s❡ ❛ss♦❝✐é❡ à s ❛❞❥❛❝❡♥t❡ à ✉♥❡ ❝❛s❡ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ✈✐❞❡ A✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉
❞❡ss✐♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✱ ❡t ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ✉♥❡ ③♦♥❡ ✈✐❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡
❢❛❝❡ ✐♥t❡r♥❡ ❞❡ G ❞❛♥s ❧❛ ❝❛rt❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥s ❞✬✉♥❡ ③♦♥❡ ✈✐❞❡ ❡st é❣❛❧
❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝ôtés ❞❡ ❧❛ ❢❛❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❛rt❡✳ ❙♦✐t ✉♥❡ ③♦♥❡ ✈✐❞❡ A✱
❛ss♦❝✐♦♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ s❡s ❝❛s❡s à ✉♥ ✈♦✐s✐♥ ✿
✭✐✮✳ ❙✐ ❧❛ ③♦♥❡ A ❛ ✸ ✈♦✐s✐♥s ✿
❖♥ ❝❤♦✐s✐t ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❧✬✉♥ ❞❡s ✈♦✐s✐♥s ❞❡ A✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✈♦✐s✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳ ❖♥
❛ss♦❝✐❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝❛s❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ③♦♥❡ à ❝❡ s♦♠♠❡t✳ ▲❡ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✉ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
❡♥❝♦r❡ ❛✉ ❣r❛♣❤❡ G✱ ❝❛r ❧❡ ✈♦✐s✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ét❛✐t ❞é❥à ❛❞❥❛❝❡♥t ❛✉① ❞❡✉① ❛✉tr❡s ✈♦✐s✐♥s
❞❡ ❧❛ ③♦♥❡✳
✭✐✐✮✳ ❙✐ ❧❛ ③♦♥❡ A ❛ ✹ ✈♦✐s✐♥s ✿
❙♦✐❡♥t a✱ b✱ c✱ d ❧❡s ✈♦✐s✐♥s ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ✈✐❞❡✱ é♥✉♠érés ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡✳
❙♦✐t sab ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦♠♠❡t ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❡♥ ❝♦♥t❛❝t à ❧❛ ❢♦✐s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❛s❡ ❞❡ A✱ ✉♥❡
❝❛s❡ ❛ss♦❝✐é❡ à a ❡t ✉♥❡ ❝❛s❡ ❛ss♦❝✐é❡ à b✳ ❙✐ ❝❡ s♦♠♠❡t ❡st ✉♥ ❝♦✐♥ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ✈✐❞❡
✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡st ❡♥ ❝♦♥t❛❝t ❛✈❡❝ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝❛s❡ ❞❡ A✮✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ♣❧✉tôt ❧✬✉♥
❞❡s ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❛❞❥❛❝❡♥ts ❛✉ s♦♠♠❡t ♣ré❝é❞❡♥t✱ q✉✐ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t
❛❞❥❛❝❡♥ts à ❧❛ ③♦♥❡ ✈✐❞❡ ✭❝❢ ❧❡ s♦♠♠❡t sab ❋✐❣ ✶✷✳✭❛✮✮✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❞❡ ♠ê♠❡ scd✱
✷✹
sda✱ ❡t sbc✳ ❖♥ s✉❜❞✐✈✐s❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❡♥ ❞❡✉① s❡❧♦♥ ❝❤❛q✉❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s
s♦♠♠❡ts ❡t ❛rêt❡s ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ str✐❝t❡♠❡♥t à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ✈✐❞❡✱ ♣❧✉s ❧❡s q✉❛tr❡
s♦♠♠❡ts ❝✐tés ♣ré❝❡❞❡♠♠❡♥t✳ ▲❛ ❝♦♥♥❡①✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ❣r✐❧❧❡ ét❛♥t ❛ss✉ré❡
♣❛r ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ γ ♣❛r❝♦✉r❛♥t ❧❡s ❛rêt❡s ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ r❡❧✐❛♥t sab
à scd✱ ❞✐✈✐s❛♥t A ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲③♦♥❡s A1 ❡t A2✳ ❖♥ s✉❜❞✐✈✐s❡ à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❡♥
❞❡✉① s❡❧♦♥ ❝❤❛q✉❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r
❞❡✉① ❛rêt❡s e1 ❡t e2 ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡s ❞❛♥s γ✱ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ e1 ❡t e2 s♦♥t t♦✉t❡s
❧❡s ❞❡✉① s♦✐t ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡s✱ s♦✐t ✈❡rt✐❝❛❧❡s✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❞❡✉①
❤♦r✐③♦♥t❛❧❡s ✭❧✬❛✉tr❡ ❝❛s s❡ tr❛✐t❡ ❞❡ ♠ê♠❡✱ ❡♥ é❝❤❛♥❣❡❛♥t ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡
❡t ✈❡rt✐❝❛❧❡✮✳ ❙♦✐t sm ❧❡ s♦♠♠❡t ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❝♦♠♠✉♥ à e1 ❡t e2✱ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
(im, jm)✳ ▲❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧❡s ✐♥tér✐❡✉rs str✐❝ts ❞❡s ③♦♥❡s A1
❡t A2 s♦♥t ❝♦♥♥❡①❡s✳ A1 ❡t A2 ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❝❤❛❝✉♥❡ ❧✬✉♥ ❞❡s ❞❡✉① s♦♠♠❡ts sda ❡t
sbc✱ ❡t ❝❤❛❝✉♥❡ ❧✬✉♥ ❞❡s ❞❡✉① s♦♠♠❡ts (im − 1, jm) ❡t (im + 1, jm)✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ s−
✭r❡s♣✳ s+✮ ❧❡ s♦♠♠❡t ❞❡ {sda, sbc} ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ s♦✉s✲③♦♥❡ q✉❡ (im − 1, jm)
✭r❡s♣✳ (im +1, jm)✮✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡①✐st❡ δ− ❡t δ+✱ ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s s✉r ❧❡s ❛rêt❡s ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡✱
r❡❧✐❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t (im − 1, jm) à s− ❡t (im + 1, jm) à s+✳ ❖♥ ❛❥♦✉t❡ à δ− ✭r❡s♣✳
δ+✮ ❧✬❛rêt❡ r❡❧✐❛♥t (im − 1, jm) ✭r❡s♣✳ (im + 1, jm)✮ à (im, jm)✳
❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❛ ❞✐✈✐sé ♥♦tr❡ ③♦♥❡ ✈✐❞❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ A ❡♥ q✉❛tr❡ s♦✉s✲③♦♥❡s ✈✐❞❡s ❞é❧✐♠✲
✐té❡s ♣❛r γ, δ−, δ+ ❡t ❧❡ ❝♦♥t♦✉r ❞❡ A✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲③♦♥❡ ✈✐❞❡ ✉♥
✈♦✐s✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ✈♦✐s✐♥s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s✱ ♣❛r♠✐ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ G✳
❈❛s ✶ ✿ ❯♥❡ s♦✉s✲③♦♥❡ ♥✬❛❞♠❡t q✉✬✉♥ s❡✉❧ ✈♦✐s✐♥ ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ s♦♥ ✈♦✐s✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳
❈❡tt❡ s♦✉s✲③♦♥❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ✈♦✐s✐♥ s❡❝♦♥❞❛✐r❡✳
❈❛s ✷ ✿ ❯♥❡ s♦✉s✲③♦♥❡ ❛❞♠❡t ❞❡✉① ✈♦✐s✐♥s ✿ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲③♦♥❡s✱ ✉♥
✈♦✐s✐♥ ❛❞♠❡t ❛✉ ♠♦✐♥s ❝✐♥q ❝❛s❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s à ❧❛ s♦✉s✲③♦♥❡ ✭❧❡ ✈♦✐s✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✮✱ ❡t
❧✬❛✉tr❡ ✈♦✐s✐♥ ❛❞♠❡t ❡①❛❝t❡♠❡♥t q✉❛tr❡ ❝❛s❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s à ❧❛ s♦✉s✲③♦♥❡ ✭❧❡ ✈♦✐s✐♥
s❡❝♦♥❞❛✐r❡✮✳ ❈❡s ❞❡✉① ✈♦✐s✐♥s s♦♥t ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡♠❡♥t ❛❞❥❛❝❡♥ts ❞❛♥s G✳
❈❛s ✸ ✿ ❯♥❡ s♦✉s✲③♦♥❡ ❛❞♠❡t tr♦✐s ✈♦✐s✐♥s ✿ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s s♦✉s✲③♦♥❡s✱ ✉♥ ✈♦✐s✐♥
❛❞♠❡t ❛✉ ♠♦✐♥s ❝✐♥q ❝❛s❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s à ❧❛ s♦✉s✲③♦♥❡ ✭❧❡ ✈♦✐s✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✮✱ ❡t ❧❡s ❞❡✉①
❛✉tr❡s ✈♦✐s✐♥s ❛❞♠❡tt❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t q✉❛tr❡ ❝❛s❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s à ❧❛ s♦✉s✲③♦♥❡ ✭❧❡s ❞❡✉①
✈♦✐s✐♥s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s✮✳ ▲❡s ❞❡✉① ✈♦✐s✐♥s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s s♦♥t ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡♠❡♥t ❛❞❥❛❝❡♥ts ❛✉
✈♦✐s✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❛♥s G✳
❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❛s❡ ❞✬✉♥❡ s♦✉s✲③♦♥❡ à s♦♥ ✈♦✐s✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞❡ γ, δ− ❡t δ+✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✏❝♦✐♥✑✱ ❛ss✉r❡ q✉❡ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ♥♦♥
❛❞❥❛❝❡♥ts ❞❛♥s G ♥✬❛❞♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞❡ ❝❛s❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s ✭✈♦✐r ❋✐❣✳ ✶✷✮✳
P♦✉r é✈✐t❡r ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❞❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥s✱ ♦♥ tr❛✐t❡ t♦✉t❡s ❧❡s ③♦♥❡s
✈✐❞❡s ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ tr❛❝❡ t♦✉s ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s γ ❛✈❛♥t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡
s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥❡ r❡q✉✐❡rt ❞♦♥❝ q✉❡ ❞❡✉① s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥s✳
• ➱t❛♣❡ ✺ ✿ ❆❥✉st❡♠❡♥t ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✉ ♣❧❛t❡❛✉ ❡t ❛ttr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❝❛s❡s
r❡st❛♥t❡s
■❧ s✬❛❣✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞✬❛❥✉st❡r ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✉ ♣❧❛t❡❛✉ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ♠ê♠❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧✐❣♥❡s ❡t ❞❡ ❝♦❧♦♥♥❡s✳ ❙♦✐❡♥t nb❴lignes ❡t nb❴colonnes ❧❡ ♥♦♠❜r❡ r❡✲
s♣❡❝t✐❢ ❞❡ ❧✐❣♥❡s ❡t ❞❡ ❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡ P à ❝❡tt❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❖♥ ♣♦s❡
✷✺
sda
sab
t
sbc
t
t
scd
t
❛
❜
❝
❞
✭❛✮
t t
t
t
❛
❜
❝
❞
γ
✭❜✮
t t
t
t
sm
t
δ+
δ−
✭❝✮
t t
t
t
t
✭❞✮
❋✐❣✳ ✶✷ ✕ ❉✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s ♣♦✉r ❧✬❛ttr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❝❛s❡s ❞❛♥s ❧❡s ③♦♥❡s ✈✐❞❡s✳
✷✻
✭❛✮ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
✐♥✐t✐❛❧❡
✶
✷ ✸
✹
✭❜✮ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
❛♣rès tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥
❋✐❣✳ ✶✸ ✕ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❞é❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❡st ❞❛♥s ✉♥
❝♦✐♥✳
l = max(nb❴lignes, nb❴colonnes)✳ ❖♥ ❛❥♦✉t❡✱ s✐ ❜❡s♦✐♥ ❡st✱ ❞❡s ❝♦❧♦♥♥❡s à ❞r♦✐t❡ ❡t
❞❡s ❧✐❣♥❡s ❡♥ ❜❛s ♣♦✉r q✉❡ P ❝♦♥t✐❡♥♥❡ l ❧✐❣♥❡s ❡t l ❝♦❧♦♥♥❡s✳ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥
s♦♠♠❡t ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❡♥ ❝♦♥t❛❝t ❛✈❡❝ tr♦✐s ❝❛s❡s ❛ss♦❝✐é❡s à tr♦✐s s♦♠♠❡ts ❞✐✛ér❡♥ts✱
❡t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❛s❡ ♥♦♥ ❛ttr✐❜✉é❡✱ ❛❧♦rs ♦♥ s✉❜❞✐✈✐s❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❡♥ ❞❡✉① s❡❧♦♥ ❝❤❛q✉❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t s ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ✈ér✐✜❛♥t ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✱ ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡
❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❡ s♦♠♠❡t s ✈ér✐✜❡ t♦✉❥♦✉rs ❧❛ ♠ê♠❡ ♣r♦♣r✐été
❛♣rès ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ✿ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ❝❛s❡ ♥♦♥ ❛ttr✐❜✉é❡ ❧❛ ❝❛s❡ ✶✱ ♣✉✐s ♦♥ ♥✉♠ér♦t❡
❧❡s q✉❛tr❡ ❝❛s❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s à ❝❡ s♦♠♠❡t ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡✳ ❖♥ ❝❤❛♥❣❡
❧✬❛ttr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛s❡ ✷ ♣♦✉r ❧✬❛ss♦❝✐❡r ❛✉ ♠ê♠❡ s♦♠♠❡t q✉❡ ❧❛ ❝❛s❡ ✸ ✭✈♦✐r ❋✐❣
✶✸✮✳ ▲❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❡st ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ♥♦✉s ❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❡ s♦♠♠❡t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❛ss♦❝✐é
à ❧❛ ❝❛s❡ ✷ ♥❡ ♣❡r❞ ❛✉❝✉♥ ✈♦✐s✐♥ ♣❛r ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❡st ❛ss✉ré q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❧✉s ❞❡ s♦♠♠❡t ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❡
s✳
❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ s✉r ❧❡s ❝❛s❡s ❞✉ ♣❧❛t❡❛✉ ✿ s✐ x ❡t y s♦♥t ❞❡✉① ❝❛s❡s
❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s (ix, jx) ❡t (iy, jy)✱ ❛❧♦rs d(x, y) = max(|ix− iy|, |jx− jy|)✳
▲❡ ♣❧❛t❡❛✉ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥❡ ♣♦rt✐♦♥ B ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❝❛s❡s ❛ttr✐❜✉é❡s✱
❡t ❞❡ ③♦♥❡s ✈✐❞❡s ❡①tér✐❡✉r❡s✱ à s❛✈♦✐r ❞❡s ③♦♥❡s ✈✐❞❡s ❞é❧✐♠✐té❡s ♣❛r ❧❡s ❜♦r❞s ❞✉
♣❧❛t❡❛✉ ❡t ❧❡s ❝♦♥t♦✉rs ❞❡ B✳ ❙♦✐t R ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ✈♦✐s✐♥ q✉✬✉♥❡ ③♦♥❡ ✈✐❞❡
❛❞♠❡t✳ ❖♥ s✉❜❞✐✈✐s❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❡♥ 2R s❡❧♦♥ ❝❤❛q✉❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♠❛❝r♦❝❛s❡
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛s❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝❛s❡ ❞✉ ♣❧❛t❡❛✉ ❛✈❛♥t s✉❜❞✐✲
✈✐s✐♦♥✳ ❈♦♠❜❧♦♥s ✉♥❡ ③♦♥❡ ✈✐❞❡ A ❛②❛♥t r ✈♦✐s✐♥s✱ r ≤ R ♥✉♠ér♦tés s1, . . . , sr ❞❛♥s
❧❡ s❡♥s tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡ ✿ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈♦✐s✐♥ si✱ 2 ≤ i ≤ r − 1✱ ♣r✐s ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❞❡
♥✉♠ér♦t❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ❝❛s❡ ♥♦♥ ❛ttr✐❜✉é❡
❛❞❥❛❝❡♥t❡ à ✉♥❡ ❝❛s❡ ❛ss♦❝✐é❡ à si✳ ❖♥ tr❛❝❡ ❛❧♦rs ❞❡♣✉✐s ❝❡tt❡ ❝❛s❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♣❛r✲
❝♦✉r❛♥t ❧❡s ❝❛s❡s à ❞✐st❛♥❝❡ ✶ ❞❡s ❝❛s❡s ❛ttr✐❜✉é❡s ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❛♥t✐✲tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡✱
❥✉sq✉✬à r❡♥❝♦♥tr❡r ✉♥❡ ❝❛s❡ s✐t✉é❡ ❛✉ ❜♦r❞ ❞✉ ♣❧❛t❡❛✉✳ ❊♥ ❞❡r♥✐❡r ❧✐❡✉✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡
t♦✉t❡s ❧❡s ❝❛s❡s ♥♦♥ ❛ttr✐❜✉é❡s ❞❡ A✱ ❛✉ s♦♠♠❡t sr✳ ✭✈♦✐r ❋✐❣ ✶✹✮
▲❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❢❛✐r❡ ♣❛ss❡r t♦✉s ❝❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡
❞✬é♣❛✐ss❡✉r ✶ ❞❡ ♠❛❝r♦❝❛s❡s ❜♦r❞❛♥t ❧❡s ♠❛❝r♦❝❛s❡s ❛ttr✐❜✉é❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡tt❡ ❝♦✉❝❤❡
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❋✐❣✳ ✶✹ ✕ ❆ttr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❝❛s❡s ❞✬✉♥❡ ③♦♥❡ ✈✐❞❡ ❡①tér✐❡✉r❡✳
❞❡ ♠❛❝r♦❝❛s❡s ❡①✐st❡ ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡♠❡♥t ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ✜❣✉r❡
✶✺ ✐❧❧✉str❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❛❝r♦❝❛s❡s ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡s ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❝❡
❝❤❡♠✐♥✱ ❡t ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ♦♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ♣❛ss❡r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ s✉✣s❛♥t ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s s✉r
❧❡s ❝❛s❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳
• ➱t❛♣❡ ✻ ✿ ❈♦❧♦r❛t✐♦♥
❈♦❧♦r✐♦♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡✳ ❙✐ t♦✉t❡s ❧❡s ❢❛❝❡s ❞❡ G ✭s❛✉❢ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ❢❛❝❡ ❡①t❡r♥❡✮
❛❞♠❡tt❡♥t ✹ ❝ôtés✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ♠✉♥✐r G ❞✬✉♥❡ ✷✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ♣r♦♣r❡✱ s❡❧♦♥ ❧❡ ❧❡♠♠❡
✹✳ ❙✐♥♦♥✱ ♦♥ ♠✉♥✐t G ❞✬✉♥❡ c✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ♣r♦♣r❡✱ ❛✈❡❝ c ♠✐♥✐♠❛❧ ❞♦♥❝ c ≤ 4 ❝❛r G ❡st
♣❧❛♥❛✐r❡ ✭❝❢ ❬✼❪✮✳ ❙♦✐t ϕ ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ♣r♦♣r❡ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥
❋✐❣✳ ✶✺ ✕ ❚♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❞❡ ♠❛❝r♦❝❛s❡s✱ à s②♠étr✐❡s ♣rès ❀ ♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡
❧✬♦♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ♣❛ss❡r R ❝❤❡♠✐♥s s✉r ❧❡s ❝❛s❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ♠❛❝r♦❝❛s❡ s✉❜❞✐✈✐sé❡ ❡♥ 2R✳ ■❝✐✱
R = 5✳
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ϕ′ s✉r P ✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs q✉❡ ϕ✱ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❛s❡ (i, j)✱ ❞❡ P ✱ ♦♥ ♣♦s❡ ϕ′(i, j) = ϕ(ψ(i, j))✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
q✉✬✉♥❡ ❝❛s❡ ♣r❡♥❞ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦✉❧❡✉r q✉❡ ❧❡ s♦♠♠❡t ❛✉q✉❡❧ ❡❧❧❡ ❡st ❛ss♦❝✐é❡✳
❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♣❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞✉ ❣r❛♣❤❡ G ❞❛♥s ✉♥
c✲♣❧❛t❡❛✉✱ c ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés r❡q✉✐s❡s s❡❧♦♥ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝ôtés ❞❡s ❢❛❝❡s ❞❛♥s ❧❛
❝❛rt❡ ❞❡ G✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❙✐ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ G ❡st ❞é❥à ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ c✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ♣r♦♣r❡ ϕ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡
♠ê♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡
ét❛♣❡ ✿ ♦♥ ❣❛r❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ϕ s✉r G ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ♣r♦♣r❡ ❛✈❡❝ ✉♥
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ♠✐♥✐♠❛❧✳
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